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l. Kummer, Beitrag zur Theorie der Function I(x)= ff, e’v Ide. ] 


1. 


Beitrag zur Theorie der Function 
I’(r)=/) ei Tde. 


(Von Herrn Dr. E. E. Kummer, Professor in Breslau.) 


Stellt man sich irgend eine Function f(x) in eine nach Sinus und 
Cosinus der Vielfachen von 27x geordnete Reihe entwickelt vor, so dass 
(x) = A+ 2A, cos 2rc + 2A, cos Anz + 2A, cos 6x + .... 
+2B, sın 2m + 2, sın Ana + 2P, sın 6nX® # .... 


a ; | I 
in den Grenzen z=0 bis z=]1 ıst, verwandelt sodann x in 2 + et 


n—1 ’ 
de ZU A und addırt diese Gleichungen, so fallen alle Glieder der 


Reihen-Entwicklung mit Ausnahme derer heraus, welche Sinus oder Cosinus 


von Bogen enthalten, die Vielfache von 2nmx sınd, und man erhält 
I 2 n—1 
fa) +fat+ —)+fe +) +... + fa +) 
—= n(A+ 2A, cos Znxw + 2A,, cos Anz + 2A,, cos 6nn® + ... 
+ n(2B, sın Znno + 25, sin Anz + 2D,, sın 6nn& + ...., 


- 


ın den Grenzen 2 =0 bıs & = 3 Setzt man nun weiter 


F(x) — A + 2A, cos 2rx + 2A,, cos Anz + 2A,, cos 6n& + .... 
+ 2B, sın 2r& + 2B,. sın Anx + 2D,, sin 60% + ...., 
so ergiebt sich 
1 2 n—1 En 
JI+Sar ZZ) trfatT)t.. +fae + ZI =nFlne) 
Setzt man ferner f(x) = /y(x) und nF(x) = /®(x), so ist 
1 | 2 n—1. | 
pa) px + „IP (x + 7) + pl + —)= D(nx). 
Man hat also so zwei allgemeine Formen von Gleichungen erhalten, die ın der 
Analysis häufig vorkommen; namentlich in der Theorie der transcendenten Func- 


tionen. Die Entwickelung einer Function f(x) in eine nach Cosinus und Sinus 


der Vielfachen von 2rx geordnete Reihe führt jedesmal zu einer solchen 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Helft ]. 1 
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Formel, welche aber nur dann von besonderem Interesse ist, wenn die Func- 
ton F(x) einen anderweiten einfachen Zusammenhang mit /(x) hat. 

Auf die obige Art lässt sich auch ein leichter Beweis der bekannten 
Formel für die Function Gamma finden, welche eine sehr einfache, wie ıch 
olaube bisher. noch nicht bekannte Reihen - Entwicklung nach Sinus und Co- 
sinus der Vielfachen von 2rx enthält. 

Setzt man nemlich 

/T(x) = A, + 2A, cos 2mx + 2A, cos Anz + 24, cos 67XC + .. 
+ 2B, sın 2x + 25B, sın Arc + 2B, sin 67x + 


ın den Grenzen © =Q bis x =1|, so ergiebt sich bekanntlich 
A =/, 11x) cos.2knx.dx, DB; =/y II (x) sın.2krv.dx. 


Die Coelficienten A, lassen sich leicht bestimmen, ohne dass man der Aus- 
drücke durch bestimmte Integrale bedarf; nämlich vermittelst der Grund- 
Eigenschaft der Function Gamma: 
/I(x) + II (1—x) = /(2r) — /(2sın x). 

Setzt man in dieser Formel für /T(x) und /r(1—xr) ihre Reihen - Entwicke- 
lungen, und auch für /(2sin mx) die bekannte Reihe 

— /(2sinmx) = cos2rx + 3(cosArx) + }(cos6rx) + ...., 
so erhält man 

2A, + 44, cos 2x + 4A, cos Arx + 44, cos 67x + .... 

— (27) + cos 2rx + 3(cos4Arx) + 3(cos6rr) + ...., 

ın den Grenzen x —=0 bis =]; und da nun nach bekannten Sätzen beide 


Entwickelungen identisch sein müssen, so findet sich 
\ | 
A, = 3l(?2r) und A, Fr 
Um weiter die Coefficienten B,; zu bestimmen, setzen wir in dem Aus- 
drucke 
B;, = Sy I! (x) sin. 2krx.dx 
statt ZT (x) den bekannten, oder wenigstens aus bekannten leicht zu ent- 
wickelnden Ausdruck durch ein bestimmtes Integral : 
 —gr—1 


dz ae 
ID f (I — xv+]) 1@) (>00). 


Dieser orebt 


IN 1-3” sin ke dzdx 
Be N Eee 


Wird nun die Integration in Beziehung auf x ausgeführt, so erhält man 
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h:, 1 —1 
f, sın.2ira.de —=0, J, x sın. kr. de =’ 


I (1—:) 2k7 
sa. „& ah ra . 
J 2’ sın .2ira.da = SU" LARR ’ 
also 
—2krıı 1 dz 
B; =/ GR r Sr) 1)’ 
oder, wenn z = ehrt gesetzt wird: 


1 & I de 
ka BR © 
b,= I /, (Fr ee 





Hieraus folgt: 
ng 


nn ! e 5) ” 
kB,— B, = 5- h (eat _ e? kat) = ic 
und da bekanntlich 


I Ket — eG = Ik), 


kB,— B,= gr Ith). 


Es bleibt rk nur noch = zu suchen; zu welchem Zwecke das Integral 


1 - HE 2. 
a (et 1,,)7 = C= 0577 215 664 9 
dient, welches die bekannte ARE des Integral-Logarithmen giebt. Dieses, 


so Ist 


mit dem Ausdrucke des ne verbunden, giebt 


B: e 
Bi — 217 ar 35 Fi Ga En ‚+ „lee er)” 


also 
| 


1 1 1 a 
> BR — 4 En jr I BE: en Een 
B 0-1) - u.) Ir ie 
Dieses letzte Integral hat aber den Werth Null, wovon man sich leicht über- 


1 


zeugt, wenn man 2 in z verwandelt, wodurch es ungeändert bleibt, aber das 


entgegengesetzte Vorzeichen bekommt. Also ist endlich 


ln 1 
B, = 35-0 + 5, 12m). 


Da jetzt alle Coefhcienten der Reihen-Entwickelung für / f(x) gefunden 


sind, so können wir dieselbe folgendermaassen darstellen: 
IT (x) = 41(2r7) + 3(cos2ra) + 4(cos4Anx) + K(cosbre) +. 


+ Gr /3r)) (sın Zr + Z(sın Ana) + !(sin6na) + ....) 


+ (11) sine + 1(1(2)) sin Ara + 1U@))sin6ra + ....), 
1* 
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ın den Grenzen 2 —=0 bis x =]. Anstatt der beiden ersten Reihen kann 


man auch die bekannten Summenausdrücke derselben setzen und erhält 


IT (x) — 31(2r) + 3/(2sinra) — (C+/(2r)) (1— 2x) 
I 
=— (/(1) sıin2r& + 3/(2) sın An& + 31(3) sin6rxc + ... nn 


ın den Grenzen z—=0 bı z =|. 


Aus dieser Reihen - Entwickelung findet sich nun die erwähnte Haupt- 


“ E j k i I 

formel für die Function Gamma durch Verwandlung des x in 2 + _, 
2 n—1 ER ; er j 

> und durch Addition dieser Gleichungen. Diese Öpera- 


tıon giebt 


l 2 i --1 
IT(a) + IT(c+)+ (a4) +... + 1 (c+" ) 








—= ;nl(2r) +3n a u —n + — + ....) 
+ ® (C+1(2r)) en m + — er —— POWER: 
+ ee sın nr + 2 sın Antx + u sin 6nrx + ....), 
ın den Grenzen x =0 bis x = Z Subtrahirt man hiervon /T/nx), so bleibt 


1 2 —1 
IT(&) +#iIrc+—)+ITac +) +... + 17H —) - IT (nx) 


—= !(n—1)/(2r) + ai (sin 2nrx + 4(sın Anxx) + 3 (6nrx) + ....); 


und wenn für diese Reihe wieder der bekannte Summen-Ausdruck gesetzt wird, 
so erhält man 
1 \ 2 li n—1 , 
II (x) + II(c+z)+1H (+) +....+I1Tc+7) — /I (nx) 
— !(n— 1) /(2r) + 3 (1—2nx)/(n). 
Geht man endlich von den Logarithmen zu den Zahlen über, so erhält man 


die gesuchte Formel 
l 2 n—1 N ’ 
T@S)ITc+ Z)Ta+7)..- Tat) = (Zr)@-1) matl-2ne) T(nx). 


Nach der oben ausgeführten Herleitung dieser Formel ist deren Gültigkeit 


1 F : \ ' 
zwar nur ın den Grenzen c=() bis = bewiesen: es ıst aber damit zugleich 


die Allgemeingültigkeit gegeben, da vermöge der Fundamental-Eigenschaft/(x+1) 


. . . + . Li .. ” 
=xI(x) die Formel bei der Verwandlung des x in + ungeändert bleibt. 


— 
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2. 


Ueber Systeme von Curven, welche einander 
überall rechtwinklig durchschneiden. 


(Von Herrn Dr. F, F, Kummer, Professor zu Breslau.) 


Bexanntlich hat, wie von Lerbnitz zuerst bemerkt worden ist, ein 
System von confocalen Kegelschnitten die merkwürdige Eigenschaft, dass alle 
Hyperbeln, welche es enthält, mit allen Ellipsen sich überall rechtwinklig durch- 
schneiden. Eben so hat ein System von Parabeln, welche den Brennpunct 
und die Hauptaxe gemein haben, die Eigenschaft, dass alle nach der einen 
tichtung der Axe liegenden Parabeln mit allen nach der entgegengesetzten 
Richtung liegenden sich stets unter rechten Winkeln schneiden. Da mit die- 
sen Sätzen über die confocalen Kegelschnitte viele andere sehr schöne Eigen- 
schaften derselben zusammenhangen, so schien es mir der Mühe werth, der- 
gleichen Systeme einander überall rechtwinklig schneidender Curven auch für 
beliebige höhere Grade zu suchen. Es ist mir gelungen, die unmittelbare 
Quelle für dergleichen Systeme von Curven zu finden, aus welcher sich eine un- 
endliche Anzahl derselben herleiten lässt; wie sich in dem Folgenden zeigen wird. 


Es seı /(v,y,a)=Ü0 die Gleichung eines Systems von Curven, ın welcher 
j H i i a ib i dy 
& ein veränderlicher Parameter ist: so ist der Differentialquotient z ebenfalls 


eine Function von «a, x und y- Giebt man nun den Coordinaten x und y be- 
liebige, aber constante Werthe, so kann man aus der Gleichung /(z, y,“)=0, 
wenn dieselbe algebraisch und vom nten Grade ist, nWerthe des «& finden. 
Diese sodann ın dem Ausdrucke des ersten Differentialquotienten substituirt, 
giebt n Werthe desselben; d. h. durch einen in der Ebene des Systems belıie- 
big gewählten Punct gehen immer nr Aeste (reale oder imaginäre) hindurch. 
Dass rn durch einen Punct gehende Aeste sich rechtwinklig durchschneiden, 
hat keinen Sinn; die Bedeutung passt nur für zwei derselben, oder auch für 
mehrere Paare unter sich, Es seien also a, &, @;, .... a, die n Wur- 


zeln der Gleichung f(z,y,a)=0, so lässt sich dieselbe auf die Form 
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(a— a,)(“— a,)(@ — 43)... (@—a,)=0 bringen, und wenn nun a, und «a, zwei 
Werthe des a sind, für welche die zugehörigen, in dem Puncte x, y sich 
schneidenden Aeste rechtwinklig auf einander stehen sollen, so kann man von 
den übrigen Factoren der Gleichung f(a,y.«) = ganz absehen und nur die 
Gleichung. (@ — @,) (a — @)=0 in Betracht ziehen: ‚das heisst, man hat es 
überall nur mit Systemen von Curven zu thun, welche in-Beziehung auf den 
veränderlichen Parameter vom zwerten Grade sind. Dieselben können freilich, 
wenn sie dazu vorbereitet sind, in Beziehung auf x und y alle die Irrationali- 
täten enthalten, welche die Auflösung von Gleichungen höherer Grade mit 
sich führt, und wenn sie sodann rational gemacht werden, kann auch der 
Parameter « in ihnen zu beliebig hohen Graden aufsteigen. Die allgemein- 


ste zu untersuchende Form der ın Rede stehenden Systeme wird also 


ua ea w=0U sein, wo u, e, ® Functionen von & und Y sind; 
Er RE a - 
dividirtt man aber durch u und setzt z = 2z, -=—z (die Form eines 


negativen Quadrates für dieses letzte Glied erweiset sich in dem Folgenden als 
die passendste), wo z und z, wieder Functionen von x und y sein können, 


so erhält man 
1. a + 2a — 1=0 


für die weiter zu behandelnde Gleichung des Systems, in welcher z und z, die 

zu bestimmenden Grössen sind. Setzt man, nach der gewohnten Art der Be- 

zeichnung der partiellen Differentialquotienten, da =pdax=+ gdy und da, 

— pda + q,dy, so giebt die Differentiation ın Beziehung auf x und y: 
alpda+gdy) — z(pıde+qdy)=V, 

also 


$ dy pa— Ppı2%ı 


—  — 


%7 da ge— za 
Die Bedingung des rechtwinkligen Schneidens der beiden durch den Punct 
NY gehenden Aeste des Systems ist nun die, dass das Product der beiden Diffe- 
rentialquotienten, welche den beiden Werthen des « angehören, gleich — 1 
sei. Also hat man, wenn die beiden aus der Gleichung (1.) zu entnehmenden 
\Verthe von « durch a, und «a, bezeichnet werden: 
Pe) ee a. 203 
g%C, —Yı?%ı g%g2 — Qı?ı po ’ 


oder, entwickelt, 


HN — alpin) re) +: 
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und da aus der quadratischen Gleichung (1) a, = — 2), + = — 2%: 
folgt, so erhält man, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors z,: 
3. 2, (+ —pi— N) — 22 (pp tg) = 0. 

Die Bestimmung von z und z,, und mit ıhr die vollständige Lösung der Auf- 
gabe, hangt also von der Integration dieser partiellen Differentialgleichung 
von vier Variabeln, den zwei abhängigen z und z, und den zwei unabhän- 
gigen x und y ab. 

Die allgemeine Integration der Gleichung (3.) lässt sich enweder gar 
nicht, oder doch sicherlich nur ın einer Form ausführen, welche dem 
Zwecke, einfache Systeme von Curven zu finden, nicht entsprechen würde. 
Dies zeigt sich schon darin, dass das vollständige Integral, wie leicht zu sehen, 
eine unendliche Anzahl willkürlicher Functionen enthalten müsste. Wir ver- 
zichten deshalb auf die vollständige Allgemeinheit und suchen nur einfache, 
wenn auch besondere Auflösungen der Differentalgleichung. 

Zu diesem Zwecke bietet sich zunächst das Mittel dar, der Gleichung 
(3.) durch folgende zwei zu entsprechen: 

4. Ptrf—-pi-m=V ud pp tgn=V. 
Aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen folgt, wenn 9, eliminirt wird: 
= pi, also 
p=F*g und ==FP: 
Nennt man nun, wie gewöhnlich, r, s, i die drei zweiten partiellen Differen- 
tialquotienten des z, und r,, sı, fi die des z,, so geben diese beiden Gleichun- 
gen, wenn die erste nach y, die andere nach & differentirt wird: 
ser er) WE rertiit. 
Das vollständige Integral dieser Gleichung ist bekanntlich 

5. 2 = f(a+iy) + f(a—ıy) — ıiF(a+iy) + ıF(@—ıy), 
wo =y-—1l. Hieraus folgt dann, vermittelst der Gleichung p == ı, der 
Werth des z,, nämlich: 

6. 4 = ıflatıy) — fa—y) + Fleatıy)+ Fle—ıy); 
wo das doppelte Vorzeichen, auf welches hier nichts ankemmt, weggelas- 
sen ist. Diese Werthe des z und z,, welche den beiden Gleichungen (4.) 
und folglich auch der Gleichung (3.) genügen, geben, in der Gleichung 
a + 2u2 — 27 =0 substituirt, die erste allgemeine Formel für die gesuchten 
Systeme einander rechtwinklig schneidender Curven. Bestimmt man die beiden 
willkürlichen Functionen so, dass f(a+1y) =3(c-+ıy) und F(e+iy) = 0 
ist, so erhält man, als speciellen Fall: 
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a + 2a — y?—=(, 
welches das System der confocalen Parabeln ist. Nimmt man, etwas allgemei- 
ner, Jatıy)= a(c-+ıy)" und Fir-Hiy= bla iy)? und führt die Polar- 
coordinaten, © =gcos y, y=esing ein, so erhält man folgende Gleichung: 


- 


7. a? + 2a(ag” cos mp + be" sin np) — (ag” sin mp — bo” cos np)? — 0. 
Wir wollen uns auf eine nähere Discussion der durch diese Formel ausgedrück- 
ten Curven, welche, je nachdem zn und n ganze oder gebrochene, positive oder 
negative Zahlen sind, stets einen andern Character haben, nicht einlassen, 
sondern gehen zur Integration der Gleichung (3.) zurück. 

Das bisher angewendete Integrations- Verfahren lässt sich nämlich er- 
weitern, dadurch, dass z als Function von z, und einer neuen, später passend 
bestimmenden Variabel z, angenommen wird. Wenn di, = p,dx + q(.dy 


gesetzt wird. so erhält man durch Differentiation nach x und nach Y: 


ap: ri Oz __ 02 
I)=—D > =. ( — (a. 
} O2; Pı 02, P? / mE 02, l? 


Diese Werthe von p und g in der Gleichung 3, RER geben 
(21(z 


Oz 


Oz 
ds, "— a — 2 I, -) (pi +q) a4 u ”(p2 +9) 


Oz 02 


_ 02 
Mat) =V0. 


O2, 02, 





+ 2(3: 
Bestimmt man jetzt die beiden Variabeln z, und z, durch die Gleichungen 
RH+9—- p—R—=0V und pp + 990, deren vollständige Lösung ge- 


funden ist, so geht diese Gleichung in 
2 S i 
S. z,(( 5) + 3 de 1) a u < —=V0 


über. Ein particuläres Integral derselben, welches sich von selbst ergiebt, ist 
mr ze Ya 


2 
1 


tv D 


Dieses giebt sogleich folgende nene NERRETT, Formel für Systeme rechtwink- 
lie einander sich schneidender Curven: 


«tal — i— 9) —- =, 


welcher auch folgende Form gegeben werden kann: 


2 22 
( a nt 
ig Fin 


wo 


1 


(x -+iy) + f(x _ Ly) Meine I (+ 1y) + n (a—ıy), 
3= [e+y) fa 








Der einfachste besondere Fall u Formel, nämlich wenn f(a+y) =3(x+iy) 
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und F(z=+:1y) = 0 angenommen wird, giebt das System der Kegelschnitte mit 


zwei gemeinschaftlichen Brennpuncten, nämlich: 
2 


Fi 
7 co+1l 
Setzt man ferner, wie oben, etwas allgemeiner, f(a-+iy) = !a(x-++iy)” und 
Fla+iy)=!b(e»-+iy)’, und führt Polarcoordinaten ein, so erhält man 
folgende Gleichung: 

(ao” cosmp+-bo"sinny)”  (ao” sinmp +-bo” sinn)? 
10. uni nen + | ce +1 ve I, 
welche eine sehr reiche Auswahl einfacher und interessanter Curven be- 
zeichnet. 

Die partielle Differentialgleichung (8.) lässt sich auch allgemein inte- 
oriren, und liefert dann eine noch weit allgemeinere, drei willkürliche Functio- 
nen enthaltende Formel für die gesuchten Systeme von Curven. Man findet 
durch die bekannten Methoden das Integral der Gleichung (8.), als Resultat 


der Elimination der Grösse c, aus folgenden beiden Gleichungen: 


22 — 3 — (ce +p()’H1=0 und 

— z — czI — (cz +Y(c))(2+%’(c)) = 0, 
wo p(c) die willkürliche Function und g’(e) der erste Differentialquotient 
derselben ist. Wird der aus der zweiten dieser Gleichungen entnommene 
Werth von z in der Gleichung a? + 2az — 2) = substituirt, und ausserdem 
z aus den beiden Gleichungen (11.) eliminirt, so erhält man 
a? + 2a (ei + ca +Y(c))(23+Y (e)) — =, 
21 + (c3+gY(e))(ezz +2cp(c)—yc))+1l=V. 


Diese beiden Gleichungen enthalten die gesuchte Formel mit drei willkürli- 


12. 


chen Functionen, wenn nämlich c eliminirt wird und für z, und z, die bei 
(9.) angegebenen Werthe gesetzt werden. Auf ähnliche Weise lassen sich 
noch viele andere, mehr oder weniger complicirte Integrationen der Differen- 
tialgleichung (3.) ausführen und dadurch allgemeine Formeln für Systeme 
sich selbst rechtwinklig schneidender Curven finden. Wir wollen diese For- 
meln nicht häufen, sondern in dieser Beziehung nur eine allgemeine Bemer- 


kung machen, zu welcher die beiden Formeln 


„2 „2 
m ”3 
+ 2a, —2—=0 und = Ye } 


Anlass geben. Dieselben entstehen aus den bekannten beiden Systemen von con- 


focalen Kegelschnitten, nämlich: 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXV. Heft 1. 2 
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x? 


a + 2ux — y’ —0 und u = — ] 


unmittelbar, wenn 2, statt x und z, statt y Kenn wird. Im Allgemeinen lässt 
sich nun leicht zeigen, dass, wenn in der die Coordinaten & und y enthalten- 
den Gleichung ırgend eines Systems sich selbst rechtwinklig schneidender Cur- 
ven 2, statt ne 2, statt % gesetzt wird, dadurch wieder die Gleichung 
eines ebenso beschaffenen Systems hervorgeht. Es sei nämlich, wie oben, 
dz, = pda + gıdy und de, = pdx + gdy; ferner seien u und uw, zwei 
Functionen von & und %, welche machen, das «@ + 2au — X? —=d die Glei- 
chung eines der sich selbst rechtwinklig schneidenden Systeme von Curven 


ist: so muss, wie wir oben sahen, folgende Fr Statt haben: 


. ’ou O9u\2 Per ou, Y 
13. er (( u) + +is) ri = J (3 ) 
gi 2u(5 Our Pi ou 52) ig: 
0x 0x oy' Oy 
und umgekehrt: wenn diese Gleichung befriedigt ist, so ist a +2au — u U 
die Gleichung eines solchen Systems. Betrachtet man nun u und u, als Func- 
tionen von z, und z,, welche wieder die bekannten, durch die Gleichungen 
bei (9.) bestimmten Functionen von » und y sind, so erhält man durch Diffe- 


rentiation: 


ou Ou ou ou Ou Ou i 
— = —p, + > = :-9+ 2 
OX O2, Pı Bor“ Oy 02, Ih O2, 1“ 
ou ou Ö ou ou ou 

— pi + Pa» a + = 4) 
ÖX 02 = Oy O2, Oz 


Substituirt man diese Werthe der nach x und y genommenen Differential- 
quotienten ın der Gleichung (13.), und macht von den beiden Gleichungen 


pitn-pm—pR=0 und ppr + gıy =V Gebrauch, so erhält man die 


Yu du \2 .- ou, ) 
14. U; ((; u) ” (=) (; 2 (; 22 ) 


ou ou du ou 
— 2u - wi > En () 


welche sich von der Gleichung (13.) nur dadurch unterscheidet, dass statt 


Gleichung: 


x und y hier z, und z, steht. Mit der Gleichung (13.) wird nun allemal 
diese Gleichung (14.) befriedigt; woraus die Richtigkeit der obigen Bemer- 
kung klar ıst. 


oO 


Nachdem wir hinlänglich die Mittel gezeigt haben, wie man Sy- 


steme einander überall rechtwinklig schneidender Curven finden kann, wollen 
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wir noch eine allgemeine Eigenschaft dieser Systeme nachweisen, nämlich die, 
dass sie immer eine bestimmte Anzahl von Brennpuncten haben, welche allen 
Curven eines Systems gemeinsam sind. Bekanntlich hat Plücker zuerst eine 
allgemeine Definition für die Brennpuncte der Curven beliebiger Ordnungen 
gegeben, welcher zufolge sie diejenigen Puncte in der Ebene einer Curve sind, 
von denen aus sich zwei imaginäre Tangenten an die Curve ziehen lassen, 
welche mit der Abscissenaxe (also mit einer beliebigen Graden) Winkel bilden, 
deren trigonometrische Tangenten die Werthe + Y—1 und — Y—1 haben. 
Für unsern gegenwärtigen Zweck, wo es sich nur um die allen Curven eines 
Systems gemeinsamen Brennpuncie handelt, werden wir zwar auf eine andere 
Weise zu den Brennpuncten gelangen, aber dann nachweisen, dass dieselben 
auch in dem allgemeinen Sinne Brennpuncte sind, welchen Plücker diesen 
Puncten treffend gegeben hat. 

In einem Systeme von Curven, welche einander überall rechtwinklig 
schneiden, dürfen zwei unendlich nahe Curven durchaus nicht reale Durch- 
schnittspuncte haben: denn wären dergleichen vorhanden, so würden in ihnen 
die sich schneidenden unendlich nahen Curven nicht einen rechten, sondern 
einen verschwindend kleinen Winkel bilden. Das System darf darum keine 
reale Grenzeurve haben. Sucht man nun die Grenzcurve unseres Systems, so 
erhält man durch Elimination des « aus den beiden Gleichungen 

@+2az - A=0 und a+z=V0, 
folgende Gleichung der Grenzcurve: 
+2? =0*), 
welche wirklich, weil wir dem dritten Gliede unserer allgemeinen Gleichung 
die Form eines negativen Quadrats gaben, wenn z und z, nicht etwa inet 
gemeinschaftlichen Factor haben, eine reale Linie zwuicht giebt. Die imaginä- 
ren Aeste derselben aber haben reale Durchschnittspuncte, welche durch die 
beiden Gleichungen 
z = wi z. =® 

bestimmt werden und welche eben die für alle Curven des Systems constanten 
Brennpuncte sind, um welche es sich handel. Um nun nachzuweisen, dass 


dieselben auch nach der Definition von Plücker Brennpuncte sind, betrachte 


ich zwei Curven des Systems, nämlich 





*) Es ist kaum nöthig, zu erinnern, dass hier s und 2, nicht die beschränkte, durch die Glei- 
chungen (5.) und (6.) angegebene Bedeutung haben, sondern dass es irgend Functionen von = und y sind, 
welche der Gleichung (3) genügen. 

2# 
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a +20a2 3 =0 und +22 —2?=0. 
Die respectiven Diflerentialquotienten für dieselben sind 


dy pe—Pı%ı dy PB—pı2ı 
= — ——— und -. = — ———, 
dx gP—Qı 2ı 


dx ze ga — (ı?ı 
Für diejenigen Puncte nun, in welchen diese beiden Curven sich schneiden, es 





geschehe real oder imagınaır, ıst das Product dieser Differentialquotienten gleich 


1: nimmt man also ? unendlich wenig verschieden von « an, so werden die 





beiden Differentialquotienten einander gleich, also das Product derselben zu 


einem Quadrate, und man erhält 


ly \2 d 
(2) =—1 und z=#V-1, 


dx 
für alle Puncte, in welchen zweı unendlich nahe Curven eines Systems sich 
schneiden, mithin auch für alle Puncte der Grenzcurve. Legt man nun Tangen- 
ten an die Grenzeurve, in den durch die Gleichungen z=0 und z, = be- 
stimmten Puncten, so sind dieselben zugleich Tangenten gewisser Gurven des 
Systems: die von ihnen mit der Abscissenaxe gebildeten Winkel haben die tri- 
gonometrischen Tangenten = Y—1; sie sind also Brennpuncte für diese be- 


stimmten Curven des Systems, und da dieses Resultat von « ganz unabhän- 


gig ist, so sind es gemeinsame Brennpuncte für alle Curven des Systems. 
Breslau im September 1847. 
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>. 


Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


) 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Freyburg i. Br.) 


Fortsetzung von No. 1., 7., 11. und 17. Band XAXXAI1Il.) 
fe] 


vi. 
$. 33. 

D:;. Facultäten lassen sich auch noch mit Vortheil zum Ausdruck de 
stimmter Integrale benutzen. Um dies zu zeigen, wollen wir von den Facul- 
täten direct ausgehen, obgleich dies gerade nicht nöthig ist. Es lässt sich 
nämlich unmittelbar von den unbestimmten Integralen zu den bestimmten 
übergehen. Auch in diesem Falle werden die Facultäten ihre Brauchbarkeit 
bewähren, wie sich im Folgenden zeigen wird, und wie es auch bekannt ist. 
Nach dem Vorgange von Euler hat man bei hierher gehörigen Entwicklungen 
Zuflucht zu den unendlichen Factorenfolgen genommen; dies ist nach den 
bisher hier angestellten Untersuchungen nicht nöthig. Da nämlich gezeigt wurde, 
dass die Facultäten mit gebrochenen Exponenten sich als unendliche Factoren- 
folgen, und umgekehrt, darstellen lassen, so ıst der Uebergang überflüssig, und 
sogar ein Umweg; denn es lassen sich sehr kurz alle Sätze von bestimmten In- 
tegralen, welche bisher auf die eben bemerkte Art gewonnen wurden, nicht 
nur viel einfacher auf dem hier angedeuteten directen Wege ableiten, sondern 
auch auf allgemeinere Formen und Gesetze zurückführen. Schon Kramp hal 
dies angedeutet, aber nicht nachgewiesen. Legendre würde gewiss in seinen 
Untersuchungen über die Eulerschen Integrale auf Einfacheres gekommen sein, 
wenn er die Facultäten einer besondern Vor-ÜUntersuchung unterworfen, und 
nicht, wie er häufig that, die bestimmten Integrale benutzt hätte, um Eigen- 
schaften der Facultäten daraus abzuleiten. Vielleicht war die von ihm ge- 
wählte, weniger geeignete Bezeichnung der Facultäten mit ein Hinderniss, dass 
es nicht geschahe. Aus diesem Grunde scheint auch der Tadel, den Drnet in 
seiner Abhandlung über die Eulerschen Integrale (Journ. d. l’&e. polyt. T. XVI. 
pg. 227.) gegen Kramp ausspricht, nicht gerecht. Die Facultäten sind bei 
diesen Integralen nicht bloss Mittel zum Zweck, sondern in der That die trans- 
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cendenten Grössen selbst, auf welche die Integrale führen. Sie haben also hier 
einen doppelten Dienst zu leisten, und zwar in formeller und in materieller 
Hinsicht: in formeller, indem sie dazu dienen, die Integrale von einer Form 
auf eine andere zu übertragen, oder die Beziehungen, worin sie zu einander 
stehen, anzudeuten: in znaterzeller, indem sie dienen, den Werth der Integrale 
selbst darzustellen. Wir wenden uns nun zur Sache. £ 

Soll das Integral 

Sa 1a) or 

dargestellt werden, so ist, wenn man das Binomium (1— 2°)” entwickelt: 
Sa 1—- at) da0 = far — nat + (nat _ (nn), + ....)ox. 


Wird nun, nach der Integration, x =1 gesetzt, so ergiebt sich 
1 nn 1 1 
ie ‚p—1 min > mn m \ — eng 


Diese Gleichung fällt genau mit der (21. $. 32.) zusammen, wenn dort b=p, 
q=d gesetzt wird. Demnach ist 


> q q  ;. Ir 1 
P- ; y\a 
2. So Ic (1— x) 99T = pt iq pl 4° 


Dieses Integral lässt sich auf verschiedene Formen bringen und man 





erhält 
n n 1-- 
3. ar '((d - a)" 9x = — — = Pia au" I 
C, rt PC + en 
P P| 
=. SEE rl 
p x p|\ 
p.li pa) 
Auf gleiche Weise findet sich 
Ip BEER j - u Il be! 
4. Sat l—x"odxr =. RT FEN... FRE 
Er \n]1 n p\ 
en 9.17} p(n+1)-4' 


Stellt man die Gleichung, aus welcher Sy a’"(1— x)” 0x abgeleitet 


x’ und integrirt wiederholt zwischen den 


wurde, wieder her, multiplicirt mit 
Grenzen 0 und 1, so ergiebt sich 
1 l 


NS TEN Or = Me + 


+ 1... 


| 
— (n 7 (p+3g)% 
und hieraus, wenn man in (24. 9.32) r=23, y=d,b = p setzt: 
i j i "Ra 
I. NIS aN)dxr = nn. 


gr q 
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mu 
St 


Es lässt sich auch folgender Ausdruck aufstellen: 
6. SNatdr para dx = 5 
wenn man erwägt, dass die Wiederherstellung der ursprünglichen Reihe, aus 
welcher /y "(1 — x)"0x entsprang, der zweiten Integration vorbergehen 
muss. Auf gleiche Weise erhält man, unter der angegebenen Bedingung: 
gr gel 


fr, x4 or fi! oc’! of arı(1 — ct)" DE zu pr ı 
Fährt man auf diese Weise fort und wiederholt die Integration rmal, nachdem 
bei jeder spätern Integration die Reihen, aus welchen die vorhergehenden be- 
stimmten Integrale entstanden, wiederhergestellt wurden, so findet sich nach 
(24. $. 32.) folgende Gleichung: 


n | 
1. HUGH S ER... Saar fe al ade = ah 
r yes r—} 4 


petrid 

Hier wurde das Wiederholen der Integration durch Zahlen, welche den 
Integralzeichen untergeschrieben sind, angedeutet. Man kann die Wiederho- 
lung des Integrirens auch dadurch andeuten, dass man das Zeichen nur ein- 


mal schreibt, und oben rechts die Zahl anschreibt. Dieses siebt mit Hülfe 


von (25. $. 32.): 





1 lt yprn-alı zalı 
L(-D) An fI.r—1/ insa. BE wo re. 
85. ardxf, a (l—at) dr = 2 — 
ae a rc) 
Y 


p p 
rm 1 I 








ryp-—1l —|ı A Pr 
1 (r+n) 9 ty lll,p(lren) 4 


Man sieht leicht, dass die Gleichung (3.) ein besonderer Fall von ($.) 
ist, und hat zu dem Ende r=]1 zu setzen, oder nur eine Integration zu Ma- 
chen. Die Gleichung (7.) oder (8.) gilt noch, wenn —g statt g gesetzt wird. 


Ein anderes wichtiges Integral findet sich auf folgende Art. Es ist 


29 237 2 159 


m’ Wer: We PERERE TO REN! BEN EI TEE RETTET 
e"=1- +73" 133+ 12331 m315+.- 


Ferner ist 


ap apt+9 xP+29 xıP+37 aP+49 


C ae rl ne a Fan un > en er en  n h ep 
I. Sarle" da = p p+q  12.(p420) 12.3(p+39) * 123.4(p+49) 


Nun ist, wenn in (30. 9.33.) r=1l,b=p, d=g gesetzt wird: 


p ! 
1, |! zZ ze ar+2g aP+39 


1 errTtt arte 
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unter der Voraussetzung, dass © = & ist. Nimmt man nun das Integral (9.) 


zwischen den Grenzen O0 und &, so erhält man 


pP | 
. 1, j! 
i I, Va p-I eg or — b 
® p 
Fben so 1st 
p 
1 
2 Sarg 
bg Jo“ t x = 4 


Ausser diesen beiden Arten von bestimmten Integralen lassen sich auch 
noch andere auf Facultäten bringen. Behandelt man z. B. das Integral 
Ser (Ig a)" da 
nach der allgemeinen Peductionsformel 
JAZI® = AS Zox — SA SZoR), 
und nimmt das Integral zwischen den Grenzen 0 und 1, so findet sich 


In 
1.3. Sa Aq Pr (ie: x)" 0x — = (—1)” mu+l' 


Auf gleiche Weise erhält man 
pn 
14. % a) = nr 
$. 34. 

Die Gleichungen im vorigen Paragraph lassen eine Menge Anwendun- 
sen zu. Sie sind schon von Euler (Integral-Rechnung lter und 4ter Theil), 
von Legendre (Exerc. d. calc. integr. T. 1. und IL), von Plana (s. d. Journ. 
1Tter Bd.), von Binet (Journ. d. l’ecol. polyt. T. XV].: sur les integrales definies 
Euleriennes) u. A. behandelt worden. Eine wiederholte Untersuchung könnte 
daher überflüssig scheinen, wenn nicht, wie schon bemerkt wurde, die wei- 
ter oben gewonnenen Entwicklungen Mittel abgäben, die bekannten Resultate 
auf eine einfachere und zweckmässigere Weise, und überhaupt allgemeiner 
durch (wie ich glaube) neue Sätze abzuleiten. Die folgenden Untersuchungen 
haben daher den Zweck, die zwei eben berührten Aufgaben zu lösen. Wir 
beginnen mit dem ersten Theile der Aufgabe, schliessen zur Erleichterung der 
Uebersicht unsere Untersuchung an die von Euler im Sten und 9ten Cap. des 
ersten Theils der Integral-Rechnung behandelten Gegenstände an, und behal- 
ten seine Anordnung zur Auffindung der Sätze bei. Wir gehen hiebei von 


der vierten Form der in (3. $. 33.) angegebenen Gleichung 


.. Sad 
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aus. Wird hierin n=— .p=l y=2 gesetzt, so ist nach (25. u. 26. $. 13.) 


‘ au +1 0 
2. I Ve u u 37 


Wird in (lL.) g=2,n=—},p=2n+l und dann p = 2n gesetzt, so 
erhält man 
1 "de rat Bil pl  1.3.5.7..02n-1) | 
AB Au Auf rayE er Zul TE Kr aa 


I gmdz  Melgal gm? 2,4,6..02n-2) 
o VA—a?) ——m.1m-l Ta? 7 1.3.5..@n—)' 
Setzt man in (4.) n+J1 statt n und verbindet (3. und 4.) mit einander, so wird 
I zındr I gan Jr - 
> JS vazar) I, Vazar) — Ian) 
Diese Gleichungen sind in ($. 330— 332.) von Eulers Integralrechnung 
entwickelt. No. 2. wurde als bekannt vorausgesetzt und (3. und 4.) wurden 





4. 


aus der Analogie geschlossen. 


Der Satz lässt u leicht verallgemeinern. Aus (1.) erhält man näm 





lich fürg =2,n=—;:,p=p+]l und p=p+s+l: 
+ PH, 
[ a’ Or fl ar+dr 12 2 2 ae u | zul „1.1 
1-2: 1-22) a 2% 
| » VA—r%) V(l—r er > ze (rt 
Nun ıst 
1% 1 Ten au) 2s 
p+s+l 
Wird dieser Werth substituirt, so ergiebt sich 
I erdr I artsor sc 
6. J vi-22) J, VO-a®)  2s(p+1) 


Hierin unterliegt weder p noch s irgend einer Beschränkung. Setzt man in 
(1) p+n statt p, so wird 


a 1 
1. Sa ka — erde — — 





OFEN as 
Wird hierin n=—3,y=]1 gesetzt, so ergiebt sich“ 
I gr1d; _ Ill 3-12, 
Ve" are ann 


Fürp=p+]l entsteht hieraus 
I zrör 172 1.3.3....(2p—1) 
> 


5 I Va mr 


Dieses Integral wurde von Euler ($. 335. u. ff.) in der speciellen Form 


(8.) entwickelt. Die Gleichung (7.) ist ein viel allgemeineres Integral, weil 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 1. 3 
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darın p, q und z keiner Beschränkung unterliegen. Die Gleichung lässt sıch 
auch noch allgemeiner stellen, wenn in (1.) p-+ rn statt p gesetzt wird. 
Man erhält 


in y' 

( oJ P—1 +’ 3 + n r) » — = = - - 

Jo A (a — ")"o ptrn| 
ei 7 


ee n z ’ 
Wird ın (4.) — statt n eingeführt, so erhält man 


L/ 


10. P ar — am = 82 = I de 
p. & m 


Wird hierin p + statt p gesetzt, so ergiebt sich 


n alle El 
Sara)" 90 = —— 
(p+9).L; +— +11 


n 


Nun ist 17° DR: 74 ') und 17 - wu 5? m| 14 + —). Durch 


Einführung dieser Be ın dıe vorstehende Gleichung u mit Riicksicht 
auf (10.) ergiebt sich 
mp 


nn a az DIAS 
11. Js A (1 A ') OR == gm+pm+tng s x! (I a ) da 


Fürrn=—m-+% und g=m folgt hieraus 
ud P+m-17?) . e] p—-1Ar 
12. J arr u / at Ir 
nn ) ' u 
e 0 (i—z ) m ar” 0 (1—r7) m 
Fü N. * ' 
ur 0 == — 'd aus a: 
17, m une m zn wird aus (1.) 


n—K 


En 
‘ zP— © T ie 1 ım 1 m 
I 3. ie m- Ah a \ PH e 
(l—r”)' m P. 1 m 


Setzt man hierin p + hm statt p, so findet sich 


pP - 
| zptim- 1 dr zn gr Es; 


SI ir m—k = k EA 
0 (1— 2”) m. BER :S m ar" 


\Alm 


P| 
p 1 ud ) Alm r k 

— +l m kPHM, — + — -14l1 

Nun ıst 1” u * - und 1” "” zu N u u . Durch Eın- 





führung dieser Werthe in die vorstehende Gleichung ergiebt sich hieraus, mit 


Hücksichi auf (13.): 
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14 f. artimId2 _ pCp+m) (p+2m)...(p+Ch—Dm) g“ ar-ıd 
80 nk \ u 
Do d-eym  PHhllprhem) PHCH m) J, A 
. h-1lr P —t . mhk 
_ (pm) ” 1m! ü 
(prhkyem ‚ei -11 
Ef k 
Aus (1.) ergiebt sıch ferner für n= — und p+ k statt p 
p+k k 


= ol aptk-1 Ör I vr " m u 
Tag ge 
oe (l1—r”)m (p+k).Lw'' 


Ferner ıst, wenn hierin P + hm statt p gesetzt wird: 


(. iin. R El Im = _(pH+AkHm)tm I m = : 


k hlın * 
x 0 (1—.ır”) 2 (prk+im)E ale (p+k+-hm). (p-+m) |; 


Hıierans ergiebt sich nach (16.): 
7 


‘ zpt+k+im-1 Or P. (p+k) m ’ zrt+k-1 
16. / — 
v0 (l 


Pe ( m)" mn 2 
I ® — cc") m 


’ 
( 1—ı”") m 
Aus der Verbindung von (16.) mit (14.) folgt 
1 „rtim-I Jg er Ir P » ar Id)r 1 gppr+H-09r 
17. / | = 02,7 Me =  / Si 
=. Bi m uk 
ı/ 0 (1—r”) wi M) d-.m= — p+h 0 d— —in); U 0 (1—ı”)% 
Die Gleichungen (11., 13., 14. und 17.) hat Kuler (8. 341 — 348.) eni- 


wickelt. Es sind dies die Integrale, welche er im $ten Capitel der Integral 





Rechnung Iter Theil untersuchte; mit Ausnahme der zwei: 
1 I] — 2n-! ?” 2"1dz 
n— \ 
L » 2 N-5 6 L “ ie e © 
KE, "ow und | N > 


welche hier, später in Verbindung mit andern, abgeleitet werden sollen. 


$. 35 
Im 9ten Capitel bringt Euler Integrale von bestimmter Form auf un- 
endliche Factorenfolgen, und benutzt dieselben, um weitere, für die Integrale 
geltende Beziehungen daraus abzuleiten. Diese Beziehungen lassen sich durch 
die ın ($. 12. und 13.) aufgestellten Sätze leicht ableiten, da dort der Zusam- 
menhang zwischen unendlichen Factorenfolgen und Facultäten mit gebrochenen 
Exponenten nachgewiesen ist. 
Werden die Facultäten 1! und 171 nach (20. und 18. $. 13.) ent- 
wickelt, so geht der Ausdruck (2. $. 34.) in folgenden über: 
By ER RE RER NK 
I, Van — 13.355.779... 
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Diese Gleichung giebt Zuler ($. 356.), Nach (13. $. 34.) ist 


p k 
k—-ın n ——1|1 


1 „P a 6) ER * m 
2. Sala)” = a. 


pm 
Werden die Facultäten mit gebrochenen Exponenten nach (14. und 18. $. 13.) 


entwickelt, so erhält man 
k-m 


»] r?” -1 m u u m _ Zm(p+k) I3m(p+k+m) 
3. Jo (1—.a”) 07 = p.k  (p-+m)(k-+m) " ( p+2m) (k+2m) ' 





Eben so ıst 








4. So rn —1 (1 ae a” m Or == r+k = s 
p N m 
m 2m(r+k) 3m (r-+k-+-m) 





— rk" (r+m) (km) ' (r+2m)(k-+2m) ' 


Hieraus ergiebt sich das Verhältniss beider Integrale zu einander durch fol- 
gende Gleichung; 


k-m 
l _— ni 
Pe S ap-1 (1-+2”) m Or Im m "ur Ri m 2. 
.) Punean f = u 
= k—-m 1. pr 
1 ee d e re el 
Sy x 1 ( 1— 2”) m Or p Er m y m u 





un - (p+k) (r-+m) (p+k-+m) (r-+2m) (prk+zm) 
" (r+k) " (p+m)(r+k+m) " (p+2m)(r+k+2m) ' 


Diese a findet Euler ($. 360 — 364.). Es ist bekanntlich 





y p 
it Fi 1” "" Wird dieser Werth in (2.) eingeführt, so erhält man 
. k 
km a T Yng 
6. Sat(l—a”)” da = r 
min * m 
Vertauscht man in diesem Ausdruck die Buchstaben p und k, so erhält man 





p 
—-111 1— -11 
p-m = | = | 
7 1 k—1 —o . 
. Kaııll-a”)” 9a = BR 
m.1 m | 


Aus (6. und 7.) ıst 
km p-m 


5. Sa(l—x”)n 9x = Sat (1— x”) m dw. 
n—m ER? 
Setzt man in (}. $. 34.) —- statt n und behandelt das Resultat auf die ın 
(6.) angegebene Weise, so ergiebt sich 
La. mi _ Io, 17 


pl gm q. 17 * wi 





9, Kartl—a)” "dar 


2 4 
q 


Vertauscht man hier die Grössen und —, so wird 
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0. Ka (l— ar” x = — —., 


rn pP 


ml + q 


Die Gleichungen (9. und 10.) führen zu folgender Formel: 


11. g.Sarı(l—arm "dr = mfart(l—a”)ı "or. 
Diese Gleichungen hat Euler ($. 369 — 374.) behandelt. Die folgenden 


Paragraphen re Capitels sind der Untersuchung des Ausdrucks 





p 
Bez - u =(? ') = p+k  m(p+k+m) 2m ( p+k+2m) 


p nn faamı 
1» 


-1]1 p. 2.k' (p-+m) (km) ' (p+2m) (k-+2m) 


und den aa zusammenhängenden Ableitungen gewidmet. Da die hierheı 
gehörigen Sätze schon in ($. 13. 43 u. ff.) betrachtet wurden, so verweisen 
wir dorthin. Die dort gefundenen Sätze lassen sich auch auf Integrale über- 


tragen und man erhält 
12 Welpen dr 


r 


7 
= Sa 1 — ame darf art l— u m "dr 
ze ff, Ei 1— a”)m m Orfr ar —r Pin 


Eben so ıst 
( r 


13. % Ray A dr Nat 1 a”)m or.fy een 


5 r 


= Sara) ar fat l—an)n dr Satin)" de — 
= fl ap! (1 _ 1”)=” zn dr Ss ar x” er Ir ME ii artts-1 (1 Da 3 Br IrE.... 


u. s. W. 

Aus den in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen mitgetheil- 
ten Entwicklungen dürfte sich der Beweis für die Einfachheit und Zweckmäs- 
sigkeit der hier aufgestellten Ableitungsart ergeben. Eben so dürften die Ent- 
wicklungen dieses Paragraphs die Behauptung rechtfertigen, dass der Uebergang 
zu unendlichen Factorenfolgen ein Umweg und also überflüssig ist, da alle 
Sätze, welche durch die eben angedeutete Methode abgeleitet werden, viel ein- 
facher durch ihre unmittelbare Beziehung, worin sie zu den Facultäten stehen, 
erlangt werden; wie hier deutlich vorliegt. 


$. 36. 


Die in ($. 33.) gefundenen Integrale sollen nun noch näher betrachtet 
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] 
Hebt man zuerst die Integrale (11. und 12.) hervor, und stellt sie 


werden 
durch unendliche Factorenfolgen dar, so erhält man folgende Formeln: 


)) 


—— 


Pı 
17° 9.29.39.49.d9.... 

Te P(P+N (P+29) (PH)... 
1 9.29.39.4g.dq 


2 Serena —. | 
; p P(—Pp+g9) —Pp+2g) (—P+H3g) 


“7 . ” N 
arte 


Hier soll hauptsächlich die Gleichung 
r_| 
3. reed „IM 
Jo ” 
betrachtet werden. Ist q=|1l so ergiebt sich 
Bit Te 
pP 


ARE a u EEE Er 
Für py=1 wırd 


4. 

Diese Gleichung gilt auch, wenn p eine gebrochene Zahl ist 
aus (»3.) 

1.29.39.49.59 ... 


N 
- »L - 14 © B = | EEE ie — 
J Jr‘ o3r—=lı 1.149) (1-29) (1439) .... 


— az, so wird 9x = adz und man erhält aus (3.) 








p| 


Setzt man 
17" 





> ” „PL 9-(a3) Az — $ 
6 N: ee € Ux p. ar 
In dieser Gleichung kann auch z durch x vertreten werden. Man kann übrı- 
} ) Bi, £ »? 
sens auch e“ auf der linken Seite ausstossen. Dann geht (6.) fürz2=— ın 
P | 
“ .. ’ 1," 
1. ee — 
@ par e° 
über. Ist = l, so wırd aus (6.) 
2 an 111 
S Se) dz — 1.2.3....(p -1) — ww. 
° 0 = ar ar 


Fürp=|I wird 


) 
ein unächter Bruch, so lässt sich das Integral 


Ist ın (3.) p > g, also 


auf ein einfacheres bringen. Es seı für diesen Fall - = m-+ rs 


ergiebt sich aus (3.) 
m+ Lan 4 1 ni 
l. . pP] pe" d r= l - — 1: | (g-+n)" ' " 
” J v mn (mq-++n) .g"” 


Nun ıst aus (3.) 





Dann er 
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n | 
17 
L In 
Ss rP 1 p-ı29 I. — —— | 


n 
Wird dieser Werth in die vorstehende Gleichung auf der rechten Seite ein- 
geführt, so entsteht folgende Reductionsformel: 

md 


10. Fo e*"dr = rZ N ale dr. 


Diese Gleichung gilt unter der oben genannten Bedingung. Führt man nun 


den Werth p=mg-n em, so ergiebt sıch folgender Ausdruck: 


A e"?" Or 


1 fx nehmt 2-9 _ nn+g) (n+2g) -(n+(m—1)g) Fr 
. R f* 


g” Pr Au) 
Ist » ein Vielfaches von g oder p= mg, so wird aus (3.) 


‘ en m!|l 
12. N u JE j 
Jo q my 

Das nämliche Resultat würde man erhalten, wenn man in (14.) n —® setzt 


und die nöthigen Reductionen machte. Für »=1 wird aus (11.) 


BR A 1! „ 
13. JS: 1er = gm 2 ee" or. 
Wird p negatıv genommen, so entsteht aus (3.): 
eh 
7 e-2 IX 1, 9.29.39.49.99..-- 
14. / | ren u 
x p P—PHN (—p+2N -P+3g9) .. 
Wird nun wie früher y = mg + n gesetzt, so erhält man 


| -m|l 


778,73 


= eo Mor q u, 1 yı 
- : u ii Ai tt (mm n+1 
8. / " MIN ii) nut! 


Hieraus ergiebt sich, wenn (14.) benutzt wird: 


16. 





& x9 m ® pP-2I Ar 
/ e” Ö: T zn = (—1] j A T iM ’ e ( u | 
0 ame (n+g)"7 Jo at 


Ist »=0 oder p ein Vielfaches von zn, so wird in Rücksicht auf (15. 2. 4.) 
+ Pr e-x' ]-- es 
a ee 
o 2 — my 1”il,g 


Alle Integrale dieser Art sind unendlich gross. Das Gleiche gilt nich! 


von Integralen von der Form 


18. 





—ı Zlı 
a er 1-4 171 
J: P” . nee 4 —p 


Vergleicht man (2. und 14.) mit einander, so erhält man 


N rn x19 ‚© 0-7 Or a 0-7‘ 
19. Se aterdae = _/ —r = f ri 
Eben so ıst aus (18, und 3.): 
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© e-77 2 e-2770r 
s nA a —_——_ 
20), |; 2 4 04 EEE zp+il —— gPp+1 . 





Bisher wurde vorausgesetzt, dass je — ze "sei. Dies rechtfertigt 
sich einerseits aus den Elementen der Algebra, andererseits lässt es sich auch 
auf folgende Art zeigen. Es ıst aus (16. $. 13.) 

„eh 9.29.39.49.... 
HN PN PHINIPHN 








rn 
Wird die Facultät 1-7" nach (14. $. 13.) dargestellt, so ist 
I __ @N.2I): INN _ (—1)" 4.29. 39.44. 


(PN p—2g) (p—3g) a — DD" (-p49) PHP PH) PH) 


Hiernach ıst 
u 
 Fabtar 
P B pP r 
Ist gm ächter Bruch und r + = also y-p=r undg—r=p, 


so ıst bekanntlich aus ($. 22.): 


pP r| ) r 
L_ bi 2 
l,'-1,7'= Zı 7, 
q 
Nun ıst 
1 |: 1 1 
I EI — m — 1 
p J 
Ferner ıst aus (2.) 
— 
ee lo An — I 
o X le OX . 
" r 


Diese beiden Gleichungen geben 


22. af Frertds= fs % aTıer "dx, 








oder 
23 ggf ers elg Et 
Setzt man in (1.) my + p statt p und dann — mp + r ın (2.), unter 
s pP r . u. n r „ 
der Bedingung, dass an zw l ist, so erhält man folgende zwei Ausdrücke: 
n p +m|l I" (p+g)r!7 r ’ yr\q 
Si e” Ir —= P —— - — — — rl, En und 
” MP MI+P q q 
. hr | iu Fr, p" q 
Io U RR ar "da Dar mgag sy rn — pr m 
—mg+r —ma+r q 


Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sıch folgende: 


24. af eds = (mgrr)f, ST ertdx 
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Die Gleichungen (22. und 23.) lassen sich leicht aus dieser ableiten. Verbin- 
det man (11.) mit BR so erhält man 


ae e a n 2 2 e-tdr 
° r / ‚mg+n—1 tt ) A) re) an? 1 - 17 9 . i — e 
2». / q2 { VO, x _— | 7 ı—t ra) 
Jo I), hi uch, )” ntqm . ch wa "a 





“ 


Specielle Fälle une sich aus den hier See Resultaten leicht 


Ist z.B. y=2, so wird aus (9.) 
26. / e "dr = ll =iym. 
Fürry=2 p=1l wird aus (14.) 
» 2 e RX |) 
27. / —; =—- nl= — Vr. 
/oO An 


Für y=2 ıst aus (12, 13. und ae 
238 SS Are" dr—=1(1.2.3.4... (m—|), 


ah 1 BR 25 2 1. 3, 9... (2m—1 | 
29. JS ze” Or = Dm Js ad: Im 
xx \,r irn u —- ir ) » 
30, / ” e Mb ur. ui — (— 1)” 2 ‘ / i e f e - (un 1 \r ri zum y } 7T 
Jo 3 0 7 / 3.5.7... (2m-+H1) 


Aus (22. oder 23.) ist für y=6 undp=3, p=4: 
31. 6f, Derdr af, der "dx = Yrm, 
6 Derdr=2f, ver de— ıN 
u.s.w. Aus (29. und 30.) wird 


ı) “LE 9 — 1X .) r as —_ 0 . mtl m 
32. Ss u - ( vf zrn+2 = (—1) 2 (2m+1 DD 
Hieraus und 2m 6. s v.. ergiebt sich folgende Eat 


f ‚2zn+1 in px 
nd Ir yır er )y / e O4 


DX Ben mi i 
3 Se 5) ya = DS zii 


) . m 
Setzt man er statt » in (4.), so erhält man 


“ 


2 En - l ro gG- Y 
fi 4 e 79x m ——: 
« p 
Hieraus ergiebt sich, mit Rücksicht auf (3.), folgende Relation: 
q 
1 on Vere*or 
. L —] 79 « 
74. u a E en 
34 Pa C a Jo 2 


Wird ın (4.) jr + 1 statt p gesetzt, so erhält man 


„.) En Er P Ih 
Sf, zeedxale!, 


Hieraus und aus (3.) ergiebt sich die Relation 


35. p Na! e”?7' Ox — | rg | ar. eoO% j 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXV. Heft 1. 4 
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6 3, 
8. 37. 
Die im vorigen Paragraph aufgestellten Gleichungen sind noch weiterer 


\nwendungen fähig. Verbindet man (1.) mit (2.), so ergiebt sich 


p p | 
—ı a-—|ı 
ai 005 tee 4 147.17 7: 
fe PIE DEP, TE ana 
. ” p“ 
Hieraus entsteht, mit Rücksicht auf (21. $. 26.), 
»L R o SL. 2 = . T 
l. fs after A arte oc — 
‚ 2 ) 
p.gsın I 7T 
4 


Wırd in (1. 9. 36.) p — g statt p geselzt, so entsteht hieraus und aus (14.) 


mit Rücksicht auf (20. ). 26.), 
r® ıP e-r' 2 e-7" t 
/ ee 


»> } ' " 
ds + F „et Ar / y Sun 


u OR U nei 


p(q-Pp) sin 
q 


YVird ın (4. und 2. 9.36.) —p -+g statt p geselzt, so entsteht, in Rücksicht 


ar (22. SQ. 26.), 
x» 21 e-2”' ‚eo gT1e-ı° 9 
5) 
3. — a u m 
/ L + 1 „pH . y 
giq—p)sın - sT 
4 
Wird ın (3. $. 36.) — p +9 stall p gesetzt und das Resultat mit (3.) veı 
bunden, so ergiebt sich, mit Rücksicht auf (23. $. 29.), 


ver! st 


A F ” Y p—] „rc? ÖOrY — ;. ik Ach )Y An 
Jo’ { u gp+1 Ta ._Dp 
g’sin —r 
7 


Wırd ın (3. $. 36.) —p—g statt p und p-tg statt p gesetzt, so fındet sich, 


mit Hücksicht auf (22. $. 26.), 
I. e-T 7 


- | ee) 
n y z ‚pt+7-1 ,-r° vo — FERN 
D. J. gp+g+ ON Sa X f OLE ZUR : p 
gip+g) sn — 
4 





Wird ın (3. 9.36.) —p statt p und p + statt p gesetzt, so erhält man, 


mit Rücksicht auf (23. $. 26.), 
‚r e-27 0x st 


Rn 
» nn pPpry1l ,-X0 A a ei 
b. /. gP+l So A ‘ OR u 2 2 P 
9’ sin “7 
4 


Wird in (3. 8.36.) —p —g statt p gesetzt und das Resultat mit (3.) ver 


bunden, so ergiebt sich, mit Rücksicht auf (26. $. 26.), 


Ye, e-7! 


[4 


7 2 
1 Ar De fr va 5 
u 1; 0X TEIL = r 


p(p+g) sın —r 
4 


« 
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Wird ın (3. 9.36.) p+g statt p, — g statt , und dann p — g statt p ge 
setzt, so erhält man, mit Rücksicht auf (27. $. 26.), 


rP g 7ı 


BD gq 


= aa ; „+71 er" Ir / — e-?' ( Ir — ng 
So Jo tr! p(p+g)(g—p) p 
sın zT 


1 
4 


So wurden hier aus den Gleichungen des vorigen Paragraphs und an: 
den Gleichungen (20. bis 27. $. 26) acht Relationen abgeleitet. Benutzt man 
die Gleichungen (2., 3., 14. und 18. $. 36.), so lassen sich durch Einführung 
schicklicher Werthe für jede der genannten Formeln ın ($. 26.) drei Glei 
chungen anfstellen, die, wegen der verschiedenen Entstehungsart, an! 
schiedene Formen führen, aber im Allgemeinen häufig die nämlichen Resnltate 
geben werden; wie sich dies in (4. und 6.) zeigte. Wendet man diese Beme: 
kung auf (21. S. 26.) an, so erhält man aus (3. und 14., 14. und 18. $. 36, 


folgende Relationen: 


‚on ex A 


n nn mm Dun Sue en 
y, J = [i OA J, gp+1 0a — p y 


37 e-?7‘ 1 e-T 4 7 
iv. j +1 IX / pH ör = 


) zP .dJT 0 z y 
pysın T 
y 
In (1., 9. und 10.) ıst die Form verschieden, der Inhalt gleich. Man kann 


endlich auch dadurch noch mehr Mannigfaltigkeit in diese Relationen bringen 
dass man beı den Ableitungen das nachstehende Integral benutzt: 
p|\ 
Re 1," Be 
11. J 3 u u iR P-1 9-29 
Eine etwas allgemeinere, hieher gehörige Relation ergiebt sich au: 
25. $. 36.), nämlich: 
6% e-"dr zT 
.n ; —] zul Pr u s Ben n+ 1 ann ne 
12 Ms q mg+n k "on Pr er — (— 1)’ +1 


nei v ( A | 
y(n+qm) sin — 7 
{ 


Eine Reihe solcher Relationen lassen sich aus der Gleichung (4. $. 36.) 
und aus den Gleichungen (20. bıs 27. $. 26.) finden. Sıe sollen hier bloss zı 
sammengestellt werden, da ihre Ableitung nach der eben angegebenen Methode 
keine weitere Schwierigkeit hat. Es sind folgende: 


T 


= VrPe-x © e-2OrT 7 
13 / — dr / —— ı 
0 7 UV | 


N q } 
ve? sın — 7 
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z T 4 Le: e-?OX prı 
14. # EA u: F ——— —, 


ver g.sin— 


L » .L z n . 
= T.e-7OrT Vr’.e-a g—p st 
15. | | RN, 2. ae 
- . Jo 





0 zT { ) 
yı ! siner 
4 
pP? r.e° on ni 7 pie —)) T 
6. .f — N Var .erdx: = A 
( nn { M J) 
y.r! { sın P 7 
4 
([EOTOLR 4 P+g9 st 
ir "3 (Pxyar oerdr— — PH 


ey.aer ! sin / 7 


errTör — 


2 O-TOX u / P(P+9) 7 
15 JS h Jr c] | f : rn 


19 / Jo | x ,e Tor = — 


u. I —/ hie fee: MORE. 


\uf ganz gleiche Weise erhält man aus (8. 36. und $. 27.) folgende Re 


ax j% 
latıonen: 


, 2 22P e-x% a e-2 x “ 
F ON — See 
.. | / 1t l / ef ++ ) ) 


1) ‘ c 

| (- 1p?) cos st 

q 

% 
n e-ı 'OX rt 

» +) u " 2 +y—1 „24 r / - _ I DU m 
24 (y+2p) cos — 

4 


\ [2 


uf 
..« 2 J— -p=% E 
a %C Pt lo 7 'oOx ie nn 


23, Satrtlertdef 


24(2p+9) cos 2 


1 


T 


1 ae? P e-x?1 ÖX © x e-x? ÖX 7 
2b... fe Ten Pe: en — 
4 « e 0 F 


) ’ 
2q (2p—4 ) COs A st 


a 07 e-.x” 0X ST 

25 er YartI-1 pa ce) uf -— a 
"id u /oO Eu tl 2 Y 

dgq’ cos — 

1 
r ee yrEeırOr fe erdn zı 
-v /. | Mh 2 ı) 4 ! p - 
Varyız cos — zn 
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MT Du) ‚ re 2 0x 9+2p st 
27. I, VYar.VYxe*9dr ee „er ee 
J/0 } 0 9 ; 29 p 
yarya cos T 
g y 
38 sr VYaere--d9a geVx.erd: _ dp 
ee Z Vx „7 Vx” Eh 2 ) 
I cos { sT 
/ 
7 x Vre-"Or V— Ip? T 
“Me 2 P y»»po=-TX ) . — . 
29. SV Vze "9a }. = (g? | 
V.ıxr cos st 


7 
u.s. w. Auch auf Tangenten lassen sich diese Beziehungen ausdehnen 
werden dann etwas zusammengeselzter. 


Legendre hat das Integral /, a’”'e*’Ox, welches in diesem und den: 
vorhergehenden Paragraphen betrachtet wurde, nicht behandelt, sondern nur 
bemerst (Exerc. d. c. calc. integr. T. 1. pg. 300. und 301.), dass man dasselbe 
aut Facultäten (fonctions Z') zurückführen könne. Er bringt es auf die vou 


ı) 
_ 
« 


ihm genannten Fuler'schen Integrale zweiter Art und stellt es in der speciellen 
Form /, e’9x (5. $. 36) dar, indem er behauptet, dass es durchaus nicht: 
an seiner Allgemeinheit verliere, wenn es unter dieser speciellen Form betrach- 
tet wird. Es lässt sich nun leicht das Integral Sa e*"O9x auf die Form 
f, e*"0x bringen, wenn man en statt y in (9. $. 36.) setzt. Hiedurch und 
aus (3. $. 36.) erhält man folgende Reductionsformel: 
q : 
30. JS, «e*dx —— ro vertı — ; ‚1er. 
Eine zweite Reductionsformel ergiebt sich unmittelbar aus (35. $. 36.), nämlich 


I PN 
. DE en RN ein 
31. Io a © i OA —— So ] \ e "ap, 


/ 
wie denn auch 
q g [77 
32. ax" oc ef, erVx’dx 
ist, Nun hat Legendre weiter folgende Reductionsformel angegeben: 
R gu... 
33. f Pl o-° OxX = — e-717 Or, 


o pP 
Sie ist unrichtig, wie sich selbst aus der von ihm angegebenen Keductionsrn: 
= ner 


thode zeigen lässt. Setzt man nämlich -- statt y, z= x” ın f, a"e"on 
{ p . 
1 1 1 I [7 
2 2 ’) :. en 1 mPp—1 20 - y a . 
so ıst =zr, Oz Pr oz, PI=z r,x’=zr und man erhält 
l , 


s 2 _.p—1 ne RT - z 
34. Ss Ted fi er6® Or, 
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Diese Gleichung stimmt mit (30.), aber nicht mit der von Legendre gegebenen 


(32.) tiberein Was Legendre behauptet, dass allcemein 
oO i ) 


zero tr(t) 
PER DRM E 


ei, ist insofern richüg, als die vorstehende Gleichung in dieser Form allge- 
meine Gültigkeit hat, unrichtig aber insofern, als hiedurch und durch seine 
Ireductionsformel das hier in Frage stehende allgemeine Integral nicht a 
sentirt wird. Dass das fragliche Integral auf Facultäten zurückgebracht werden 
kann, hat keinen Zweifel: dass es aber auch besondere Eigenthümlichkeiten 
darbietet, die Beachtung verdienen, dürfte sich aus den Mittheilungen dieses 
und des vorhergehenden Paragraps ergeben. 

Da Legendre eine Facultät, deren Exponent ein ächter positiver Bruch 
st, direct nicht bezeichnen kann, so muss er es indirect thun, und sie umfor- 
men. Dies geschieht auch in dem vorliegenden Falle. Die Umformung ist 

1) t f 
u pe pi u) 
Das fragliche Integral kann daher nicht mehr in der ursprünglichen Gestalt 


— 


bleiben, sondern muss in eine andere umgeformt werden. Dies führt zu fol- 
sender, von Legendre weiter angegebenen Reductions-Formel, die sich aus 
(14. $. 33.) leicht rechtfertigen lässt, nämlich zu der Formel: 
l m: Br» 1 I Lt 
rn a 7 zu 19)r(lo—)4 nn 4 —= — I/I(—)= Ki; 
3)» 4 OL — 7 ®: (gZ) a q 7) 
Kinlacher hätte Legendre das Integral auf folgende Weise darstellen können 


1 | 
Hrn L r r \ 1 
6. Set Er A l«!. 
Kine Reduction dieses Integrals auf ein Eulersches von der zweiten Art, in der 


no 
ursprünglichen Form, ıst 
l l 
am “re 1 \y vn — } 
37. Ger padgetjror= el. 


Die Reduction des allgemeinen Integrals (1. $. 36.), im Sinne Legendre's aul 
ein FEulersches von der zweiten Art, ıst: 
pP 7 
l 2 1, 1 
2 En io un MR. 
De) / C t OL — p nf (lg ii OR —_ m 


p ra ” —). 


q 


Legendre giebt a. a.O. eine Notiz über die Geschichte des fraglichen 


Integrals, indem er sagt: „IH nest pas inutile pour l'histoire de la science, 


1 


.. l a . R 
„dobserver que Iintegrale /ox (lg -) =|Yr que lon trouve $. 28. du memoire 
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„d Euler, Imprime dans le tom. XVI, de Novi Comm. Petrop., avaıt ele donn« 
„long-temps auparavant par le m@me auteur, dans le tom. V. des anciens me- 


j 


„moires de Petersbourg, pe. 44. Cest done & cette epoque que remonte 
“ a‘ i 1 


„decouverte de Integrale Er "u aVr, puisque la simple substitutio: 
” I 
„ae ==: sulflıt pour ramener Iintegrale f/ e2d)x a la forme !/!0 le —) 
Krarmp hat (Anal. d. refr. pg. 64.) die Gleichungen (3., 4., 12., 13., 19 
specielle Fälle von (28. bıs 30. $. 36. und 11. dieses Par acraphs) gegeben 


$. 
Es lässt sich nun das Integral (3. $. 33.) einer näheren Betrachtung 
unterwerfen und es lassen sich leicht allgemeinere Relationen für Integral 
dieser Art finden. Dabeı ergeben sıch vier Formen, die in folgendem Ans 


druck begriffen sind: 


7% A pEg—1 ox(1 EN m 


ı 


Hier sind ? und r ganze Zahlen. Auch p und r können negatıy genommen 
werden. Die besondern Fälle werden sich leicht aus den allgemeinen Glei 
chungen ableiten lassen. Der Fall, wenn 2 und r positiv sind, soll zuerst be- 
trachtet werden. Man erhält sofort aus (1. S. 50.) 
p RZ 
n rue 1 +ril 
» +r _ { . en 
RAT be) dar u a 
GER) KAT 


Trennt man die Facultäten, so ergiebt sıch 


m n \fy f , l 
1 (m+n)'!" (9+p)"t.g".m’ Im.17l 


1 A un + Ar — . . 
1. £ 1 (1 a ) 0% p-+tq (pm+qn+gm)'* 2m N AT 


=». 

Es lässt sich in diese Gleichung das Integral nach (3. $. 33.) einführen. Die: 
giebt folgende Beductionsformel: 

| n er (n+m)"” (p+-g)'\?g" .m! p n 

2 Sat TR, _P_ ano. 

J0 ( pm+-gqn-++qm)"t" p+tqJ° 

n. D., 

EEE p 

q are Fi 
- 1 ar lan da 


zZ n r+2l p+tg 
(+ / +2 





Wird hierin r =! gesetzt, so erhält man 
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. Be un nm" (pHN"tg .m' PR nn 
3. art —a”)" "Ir u dr 4 N ar (1 — x)mOx 
’ ( pm +gn+gm)* um p+tgY® 
p n | 
(nm) ”" (p+g)"Tg'm’ l Zi 1m! 


(pm+gn+gm)"ım pr ayr 


1 ur 
| ' p N i j 
Werden bier —- und pn vertauscht, so ergiebt sich 
1 ti fm t ! 
> _ nmel —+/ (PH) "(n+ m)" m’.qg n i e 
. Sat ran FIT, I pt) go 
(gn+pm+qm)“ "1 _. er. 
ı 
u (+9) '(n-+m) Am mi .g‘ 1 N Kr Fu 


lem 


(gn+pm+qm)? n-+tm ' ii ET 


Aus (3. und 4.) findet sich folgende bemerkenswerthe allgemeine Beziehung: 
n 


r 
: A 4 ki » rn —H_ 
; \ pttid)So Y' Hi '(i—x yo Or — (n+tim) Sc 1 7) . Ar 


Setzt man != v3, SO eroiebi sich ferner 


_ 
« 


7 
I 


r 
"de—nf, x (L— x”) 9x. 


Die Gleichung (6.), welche hier als ein specieller Fall einer allgemei- 


nen erscheint, kann auch auf eine ganz einfache Weise aus (3. $. 33.) abge- 


6 pP Ne A—at) 


leitet werden. Aus (3. und 4.) folgt ferner nachstehende Relation: 
- N £: yf +/y—] (1 Bel. N) +! ur e ‚n—] (1— 5 x 
4 rer FE 2 OX So? ( 


p . u _ ö t Eu Bi q — 
—— Fe en (1—x®) ’)4 OX Ri; och '1— x”)” ON 
Pe 


u ER n 
\ilgemeiner werden diese Relationen, wenn man in (2.) — und 7, vertauscht 


Dann ıst aus (1. und 2.) 





Bro Er (P+g)" (nm) "m". 
on / I „”r 1 ! u 0”) 4 + Ir pP ar (Ah er 7 j rad (ll er Pz Ar 
v (ng+mp+mgq)" n. n-+tm« 
I rt n | : in 
ayZpPuEFF el = 
= gg m 1 1, Im 
= N ) pukt n+tm „". 
Fe FÜRS un, sr 
mg 
Aus (1. und 8.) folgt nun 
rt o . = ’ 
9. ee 1, . Ga —a)m a 
(m+n)' (g+p)’g.mi 4% 
n-+tm 


p 
ne e »] ‚nhim-—1 ; a 
(PH (n+m)'” mgso uno d=z")r Br. 


Aus (2. und S.) folgt 
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n(P+9)"” (n+m)'\”" m’ g‘ | 2 =. 
10. SFT pa pr Nm tg Sal aN)T 84 
nm)" (p-+g)1g" m! 2. n_ 
—_ p( arg q Rx, gerttm-1 (1 Pro x”) q ” Ir B 7 gPr—1 (1 en x) _ Ix. 


Setzt man —? statt { und — r statt r in (1. und 2.), so ergiebt sich in Rück 


sicht auf '$. 4.): 





n En ( pm-+qn)’t! —-ım p n 
1 er fi —1 9 ın 2 — —,—,— 1 > —1 sQN\ m } n 
11 ' Se el (1 u. ) Ir = na pil=Ig" m’ p—tq So ar (1 u ’) 0% 


+2) +1—1 er R 
Er 1 1% nd 


u Ge By ar 2-1 ' a2 
Mm “ 
> 


Werden hierin E und = vertauscht, so findet sich 





u " ARMEE (ng+pm)'+=em cr 
an Si Pe Kai de pr Intl—mmr gt ' n— — et (l— 10) 


—1l 
E47" ah dl 
m 1 IS’ 7 


@ _ 5 n—tm ' .: Fü a P 
- m 


Aus (11. und 12.) ergeben sich folgende Relationen: 





13. (p—tg)nmptigg’m! Ss ara l(1— ar)n "ow 


Buis: 
—= (n— 1m). p""Intm, m”, JS arm (1 — a”)e "Or, 








n 1 ZUEER e; 
14. amp mg So ep-tg-1 (1— x?) nun Sf, ar] — x”) 9x 
— p 1 „n-tm-] Bm 2” . up " 1 M 9 = An 
== (pt) na" pie .mSo Hh ( 7 IV Jo xP (1 — | ) m Ol » 
Für r =! entsteht hieraus 


„BR RP 
15. (ptg) ru l—an)m "dr — (n— tm) Jam (1 — am), "dr 


[2 
16. —— pl ara — i)m” m dr Slamll—am)e dr 


n—tm 
- » 
= Sam an)e dr Sal an)m dr. 


Wird —r statt r gesetzt, so ergiebt sich aus (1., 2. und 8.) 
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n 
25 » we; N —t oc 
17. # e..1 — m 0x 
) E 0)%.4 £ nn 
a (p+9) m pl rn 
i r\—-m —r+/ gm r 1) A ( er oO 
pH n (pm+9n+9m) a 
(—1)' » m’ (P+-9)' .ı ni ’ n 
u. gr rm So a — a')m da 
p+t9 n (m—n)' 1", g" (pm+gn-+gm) im Jo 
y | 
(14 ..2 
l Q ) rz y ı 
.P+tQ Mei p u ER 2 ' 
(I+-- + —) Fa 
m Q m 
IS. ae a Dr 
N (n-+m)*r g/ u Rh : F 
nen j Pe Z i q -- a ın 4 f ern 
n+tm m’ pt (mp+mg-+ng) +" Jo ( ) 
(In 9’ (n-+m)'” F 


ai l " n—]1 nn e 
" . es x N \ r er ö —} 4 rs) Fr 
n+-tim m’ p(ga—-p)""}?(mp+9n+g9m)"+ mo (} ) 


| ET A 
E en | 1 5 
> RB N BL re n+im _”.,rh 
( ei "As +! ) rl lm er g 
q Mm q 
Aus (17. und 18.) folgt 
n\mg n 


\ ( RE. 1 Pl LANZ: 
19. (p+lg) (prglemtSo (1 — .r?) da 


(n+tm).p'—!m' , w Bu 
nn E ’ / l F n+/m—] (A ne x”) q "ar, 
(n+m)”g 4/0 
} pP (p+N)'?m’ °*] „.n+/m-—1 my —r 1 „pl N, 

) , en , 2 m aan — mı\ y . r —r m OÖ 
en P-+t19 wo. Jo (1 / O4 So ! (A ) l 
N (n+m)'”,g , ey PR. N 5 
— u - / I ? r+/g—1 ( | Be; ) m dr 2 2 1—] ( l az x”) y dx. 

n+-im pm ee. . ' 


Setzt ınan hierin r=!t, so ergeben sich keine so einfachen Relationen. 


als diejenigen, welche in (5. und 6., 15. und 16.) erlangt wurden. Für r— |] 
und Z=# ıst aus (19.) 


n p 
s . l „Py- WW Ri aN = —] En 1 nl mi a. | 
21. Far rt € a) rm), (I — 1”)0 dr. 


Wird — # statt Z in (1.,2. und 8.) gesetzt, so erhält man 


n 


»)» ”] = ly— e +r ’ 
22. 3 af “ ud 'ym A| 
Mn)" q a 
= { ; ( N - / l y/ l (1 Neu ‚r?) nm Ir 
p-t9 p ' m’ ( Pm+-n9+gm y’ -! gm, 0 

N» | 

: P | 

Fan I Ir 7 1 
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23. arm] —am)T +" da 
n (p m" 
p+g)" Va" gi 


—. men: — — 


n—tm een g’(ng+mp+mg)'—' ın‘ 


Aus (22. und 23.) ergiebt sich 


p 
1— a")? da. 


7 m’! 


(p—tg)p ‚p-1I- 1 B +r ’ 
(m+ni)"g So? (1 ER N OA 


BEL ame im). ntl- n Lu ap Sn ice h p Ir 
(p+g)" 4 m" = 20 (1 mn a ) or. 


R n (pH m’ Bir rd 
v3 na j er Be | 8 P=t1- fl - m od 5 af 


n—tm 


er 
u 





1:8 
(ı— a”) * da 
n 


/ ‘ ri 
j p (m+n) ei °| A a € ‚m Im + 8x0 Se P (A m 207) m oa 


pt pm! 49 

Man ersieht leicht den Zusammenhang der hier aufgestellten allgemei- 
nen Gleichungen. Jede von ihnen dient, die übrigen daraus abzuleiten. Die 
Entwicklung jedes einzelnen Falles hat jedoch ihre besondern Eigenthümlich 
keit. Bringt man (2. und 17.) ın Verbindung, so erhält man 


mg pn ent ag 
ji — ı’)n 9% 
(m+n)""q" Jo 7 


n 


= nm (pm + gn+ gm) Tr, gr fs xpHg-1 (1 — x9) m 
Aus (2. und 22.) entsteht 


26. 


li n 
De; (pt) pm+gn gm)" (Krru 1 — rm + dir 
Lo d . (g+p)" m! 0 ar \ «Ad Us 


= (p—t1g). pm! (pm+ rg + gm x Js arte 1— x)" pP? 
Aus (17. und 22.) ergiebt sich 


ee (p+tg)n” —_n (pm+qn+-qm)'=" m en i . \ 
_ (prg)" m h a (la) Dr 


(Re Te ud: 
Rn (m-+n)"" g" I A (A ER ') ” Ir. 








Aus (17. und 23.) erhält man 








r I-m ( —r+tigm n 
39 (p+tg)n”" (pm+gn+-gm) 7 Kart l— arm "or 
PT (pH)! m! 0 . 
__ (n—tm)nı! =” (pm+-gqn+gqm)'"9",g' a Ä 
—— 7 7 7 ) if x '(i— a”)r y "or 
(PH) m’ 
u.s. w. Diese Gleichungen vereinfachen sich, wenn r=t gesetzt wird. Aus 


29.) folgt ın diesem Falle 


n P 
30. p+1g) hard am "dx = (n— tm) Sr" (1— a") "Br. 
=) % 
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Alle diese Gleichungen gelten noch immer, wenn p oder rn negativ 
gesetzt wird. So erhält man aus (2.) 


31. „art —ao) m"”dx 


er (m—n)r\” (p+g)*Tg"m! p 
(pPm—gqn+gm) +” " p-+1Q - 





n 
ar (1—a) "dx us. w. 


Man sieht, welche Mannigfaltigkeit in der Anwendung die hier ent- 
wickelten allgemeinen Gleichungen zulassen, und zu welchen bemerkenswerthen 
Resultaten sie führen. Man kann auch die Grössen £ und r vertauschen. 


Aus (2.) ergiebt sich in diesem Falle 

















> +r9-1 -- +t: A nt rn! san) Bh D 
32. r: ar 7 (1— x)’ Ox — et ni a fi, ar” (1x) Oxr 
n A . 
RER “r. ı at 
== — a a 
(++) BE u. DEF* 772. 


Hieraus und aus (8.) findet sich 
33. (pro) er (l—x m "x = (n+tm) art"! (1 — gt or, 


34. ur Sara dr Marl a")e dx 


E n_ 
ur" AL; ae | — x”) q n w ap) (1 — x”) mox 


Werden in (11.) r und Z vertauscht, so erhält man 


ER ( un 
- 1 „p-rg-1 Nm = 
Be he 


E. t+r\ -1 
+ -) A GERIN 
m 1 1 4 ‚in 


BOLD 


Hieraus und aus (12.) ergiebt sich 





n 
PA] — a/)m Or 











36. (p ui rg) z ar (1 — a')m x — (n BER im) /, gertm-1 ke Pe a") —r sr 


’ 


n 
37. —— Kart li—a)m N "A1— X er 
p 


= ln E n 
; ch Ze | 7; x”) ı "0x Sa a” ‘(A — x") m OX. 


Werden in (17.) ? und r vertauscht, so erhält man 
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n 
38. Sattel] et) Or 














A (P+9)"7m’ en N, 
zur Pr . Ton’ m (pm +qn gm) rl Jo ach (1 — x) m X 
p rl n | I. 
Si (+7) 2 1 1m! 171! 
yY N 1-1 PR, PH 4 
- a a 17 


Hieraus und aus (23.) folgt 
39.  (p+rg) BEER x’) m” Or = (n+1m) far" (1 0") 7 "or. 


n p 
0. << Warten or ara") dr 


n—tm 
pP n 
-im-— —+r- i a Pa 
= ger Im ı1—x” q Or xt 1 nn 5 N) mOgX, 


Werden ın (22.) £ und r vertauscht, so erhält man 


41. art — tm og 














B— p ” (m+n)'” g! nn j “ 
p—r9 p'"1 m ( pm + qn + qm 1m % IX (l m Zi ) m ox 
n 
Ge; A 1 1m i 
ey 1, P 2 Ay por ar 


Hieraus und aus (18.) ergiebt sich 
42. (p—rg)) a Schi ” ui — ag Em 1” Y2 or, 


3. LEN) on ar a")T Or 


pP n 
zg”tim-1 FE '1.p—1 AN 2. 
= — Jo & (1 x )* x X (1—ı ‘) OR, 
Auch in diesen Formeln können p und n negativ sein. 
Die in diesem Paragraph entwickelten Gleichungen enthalten bemer- 


kenswerthe Gesetze, und zeigen, dass diese Integrale eine besondere Art sym- 


metrischer Functionen sınd, in welchen die Grössen —, t und —, r theils 
9! m ’ 


einzeln, theils insgesammt, nach den angegebenen Relationen vertauscht wer- 
den können. 


$. 39. 


Es lassen sich noch andere allgemeine und nicht minder bemerkenswer- 
the Relationen für die bisher betrachteten Integrale finden. Aus (3. $. 33.) ist 
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I el 
ii TR T ae a, I" 
a 


p si 
Wird ın (l.) ng +9 statt p und - I statt 2 gesetzt, so erhält man 


p p 
+1 „—-ılı ri I 
1 .ng+7—1 az ! MT 3,8 
A U (1 — .r") 7 ÖX — au \ p u — we pP m u. 
a e n- -—|] 
(n+Dg.l 9 ai 4 
; r__ıı q I m i z 4 h u; 
Nun ıst 1+ _- -Z 1#', Wird dieser Werth in die vorstehende Glei- 
chung geselzt, so ergiebt sıch 
Pi 
n|ı r 
1 „2949-1 ae ae 
y 1 TTS Aare tr 
n+£ı 
p-i 4% 


\us (1. und 2.) ergiebt sich folgende Relation: 


’@) 


. 
3. Al aa = Nat —aNE ar. 
0 ) 2 0 


Hier kann 2 eine ganze, gebrochene positive, oder gebrochene negative Zahl 
sein. Ist zz eine ganze negative Zahl, so wird der Werth des Integrals nach 


(8. 4.) unendlich gross. 


re) 


) 


Wird in (l.) p-+ ng statt p und — E statt 2 gesetzt, so erhält man 


p p 
a er I 


1 
(p-rng) 1"! 


u l 
Sara] en) Tor — 


) 


Werden (1. und 4.) verbunden, so erhält man die Gleichung 


Ei. —ı 
l 1/ y\n g .ny—] ax” P © l | 1 ‚1 gi 
fo & (l—: ’ Or /o we (1— x”) 10x = nung -- En 
Nun ıst 
p\ pP | 
Zur - I 
1l?2:,1 


Pen F 
Kar'(l—ıar) «dr —= 


) . 


Durch Einführung dieses Werths in obige Gleichung ergiebt sich folgende 
sehr allgemeine Relatıon: 


- 


D 
vd). £ ar —] (1 u act)" Ir EA eptng-1 ( l = x") r x 


A m. 
1, che (dl x") + dr. 


In diesem Ausdruck kann rn jeden Werth haben, also eine positive 
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oder negative, ganze oder gebrochene Zahl sein. Setzt 


n 
p -- iq stalt p und en + r stalt 


man hierin ferneı 
‚ so erhält man 


n 


- "1 P+g- u P+tg+ rg not 
Ö. Fr; ac! +/4 'A BI ar) LH x m (1 — x") 7 01 
a 
Ed = 
l un. Er Aa 
= m —{—{— Ad — .ı”) 7) — m 
ng in ng 
pP+t+ - +1rg (p+tg) (p+tg-+ z +19) 
- v ‘ ) 2 2 '.r N pP « 
Aus (17. S. 38.) ergiebt sich für a Teig und r=f, wenn die nö 
Ihigen Reductionen gemacht werden: 
pP Ag p 
ui h % De p (p+9) 
1. Jette) 7 ee 1 


Pl _ 7? 
= 4 (pe a (lat) 7 da 


pP 
= (—1) f, ar (l—arN) 4 dw. 
Demnach geht (6.) ın 


n p 
» } FW ( +r = ++” pri _ rn 
5 NEIN NT Hr fa 'A- 


1 
= — ae rn 
Pre 


über. Das Doppel-Integral in (8.) kann auf folgende Weise eine Abänderung 
erleiden. Es ıst 


n u p n 
PP SE lim Di um me +1 un 
he» n C ( m 
Js (1 z')m* W Pig" .1, > 
p n 7 
ni n . Bi Fr - 2 —_! j 
ı „_Prrt 4gr-1 u 1 19 1 
1 JRR U. WM 2 Gemessen 
Jı ng F 4 
p+tigd+ Beta u 14 Lv 


Die Verbindung beider Gleichungen führt zu folgender: 


ER ‚+tg+ 1 tar - 
g, se art] — x) m + 9x JS, x tt, en (i — x") } 





m Ox 
= - I” u n-+-rm na 
— —————— En i een rm an z 
Fe ng ER r (1 X ” 
(pHt)(p+tg-+ rn DH CD U g+m 


Da nun aus (7.) die Gleichung 


10. te: — 1" F —-r ot = — (— 1) Sn x n—1 Q- 


n (X 
folgt, so erhält man aus (9. und 10.) 








40 3. 


Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


Bias 2 200 
1. Nat at da Sa a mr 
(— 1)" (n-+rm) 





n 
er Sa" "(l— a) m dx. 


(Dr) (pH rg) 
\uf ganz gleiche Weise erhält man die Gleichungen 
u. r n—rrm Er IN— 
12. Start a) rd N hei 


£ +1_- Et 
L’ q 


nn u — —  — go 1 


2 
-— —|_ 
— x") q or 





| pm 
( p+tg) (n+rm+ : +tm) 
( 


ro 
pr Se art (1 a x") y ! dr. 
n+rm—+ 7 +-Im 

















nrn a mn AR m 
13. Ns acrt-1(] — 9) ) m "or fix au ı q u G- gg” q dr 
bh 
= po — Sala) F ie 
(nHrm+ — > — +tm) 
rm+ —. Lım- un. 
1 art ge nor 
— . ya tr" a Da dr 
mp . 
(p+tg) (n+rm+ = +tm) 
(n+rm) RR 
- I — Getty nt 
(p+tg) (nHrm+ 7 +-tim) 
15. Sa PH] — ) m Pax ya „ermt7 P 2tm-1 (1-«” y m "dr 
(—1) — „= 
es ehe se ii JE gr (1 — ge m Ei 
(p+tg) (n+rm+ e -+-im) 
In allen diesen Gleichungen kann auch —t statt ft, oder — r statt » 
gesetzt werden. 


Dies bestätigt sich dadurch, dass man die nämlichen Resultate 
wenn die angegebenen Substitutionen in den nicht entwickelten Glei- 


chungen und dann die nöthigen Entwicklungen gemacht werden 


‚ Dies giebt 
folgende Ausdrücke: 


findet, 


16. Sat (1—a') + dx fi PR nn. I 4rg-1 > 
1 


- Sar"(l—arN) 
p—-tgd+ = +rg 


(1 


— ar) 7 Zt dx 








42 
ie JS aP(1— a) 9a, 
p—-W-+ > +79 
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n , nq n 
ui » ) Faro a“ Pr 1 Fi —ry—] - — .+r 
17. Ks atI(1—ar)” on Sata? Ti — at) m "9a 


N— rm di 


z—— Sc ee va — ab 1 rn 


(p+tg) (Pit, - Su 


(— DD’ (n—rm) hd 
— er ( j 2 Sr n—] ( Rn x”) . ow, 


a ng 
PH) (pr+ 7) 


18. | ar “4 - ( i — Y “ mi . 2 SH ntrm+! = -m-1 (1 me a) 
I v2 
“Ten pm Zu I a 'q —.ı") 4 + Or 
n+rm+  — —im 


1 
(—1)‘.1 Ben .i 
a “ - p-i u Ar Ar 
p- Vart'(1—xt) «dx, 
n+rm+ — —tim 
4 
ni n—rm-+ > +/m—1 4 +r 
19. Start 1 —a’)m 9x (x ı (1--2"”) m” 9x 
n—rm 


= — "Il _n—rm—]1 ‚m trag { 
us | mp J (1—2”) or 
(P+Htg) (n—rm+ — +im) 
q 
(— 1) (n—rm) u m TR 
rt mp  h a (1x ) "dx, 
(P+tg) (n—rm+ — +1m) 
q 


Setzt man ın (1.) p + nk, so erhält man 


eeA |, 
> "1 1 h k+ l ’ er 
[3 D- „R krg\n, u nenn s 
20. 5 ac! (a Zi ?) IX _— pn nk . 
Kalı 
(p+nk)1 9 
ai ' j n 
Wird in dieser Gleichung p = sm, q=m,n=_, und km statt k gesetzt, 
so geht sie in folgende über: 
n n j 
31 [\ gesm-1 ( „km __ Y em N TE TEN (m +nk)‘” * 1m" ei: „r 
; 0 (sm-+nk) (m-+(k+1)n)'\” ern 
n ki n ı 
]r LI”! j n 
Da nun — z nn En ag (1 Ci a); m Ir — e a! (x m — HD”) x ıst, so er 
— | + 
nk1 
hält man aus (21.) auch 
n Nslmm)- 1 km__ m(k+1)ım m. 
22 Sat (ach wi htm) N Ee __ (m+nk) nk .J (x X ) Or 
AT ‘ (sm+nk)(m+(k-+1)R)‘” x 


Setzt man in (21. und 22.) — n statt z., so wird 
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Bi 2 
23 fı % m—] (ac Br +) m) — Ix (m+nk )sim m ı 5 
Jo — (sm+nk) (m-+(k+-1)n)' Im Bang EI? 


_ _(monkymnk A... 
en Tr a a Ef 


m > 


7 (ackm _ geh m+n y 


$. 40. 


Aus den in den beiden vorigen Paragraphen gefundenen Gleichungen 





lassen sich leicht noch viele andere ableiten. Setzt man t=r, —n statt n, 
N p 
2. I» 8 
m statt 7, so wird aus (2. $. 38.) 
REN: EN (mn)! (mn nn AIR. 
1. he at m 'q1 — T ) m "dx — — m? er 377 x" "ca = ee m Or 
2 21/23 m _ 3354/33 .u9 
_ m’—n mn). (mn) nn Kar N: dr 
m .2m 3m... u) m. = n+tm 


Aus (11. $. 38.) wırd 


n 
> £ .?tm—1 (1 PEN: gr - Ze a ox — V. 


Diese Gleichung gilt für 2=0. In diesem Falle ıst nach (1. $. 39.) 


n |, n | 


- 1 
8 n Im Te m | 
3. y- Bon ”" m ox = Zu ummensennemen 4 | 
a8 ( ) n E 
Aus (17. und 22. $. 38.) ist unter den nämlichen Voraussetzungen: 
n 


n 
{. j Piel (1 EN % m "92 En 1): ji gr—1 A u na 


m ÖX, 





>. FL, Rx” yn tg Ix =; —D! a 1 — x” or Or 


Aus (4. und 5.) ergiebt sich folgende bemerkenswerthe Relation: 





n n 


6. Ay gg +im—! (1 — ui rn dx — /' & n—im—1 ( ER ge” w-— + 
Aus (4. und 5.) 


XL. 


ist, wenn { eine gerade oder eine ungerade Zahl bedeutet: 


n 


PN ra 
7 (x n+?2/m— (i— ze a ae Ix — 4 gr (1 2; 2”) "= x, 
. : ( NA [Y 
+2 ' 4: 
I. >24 PE (1— Eu Er Or = A (1 — x") m OX, 
n n 
n (2 \zr ee — 2 1 as: . — — 
9, L XL Hal ‘(1 — x”) m Di zur a Es x” 1 ( En 7 e”) m ÖX, 
n n n 
10. | E gr Nm—I ( 1 — x”) Z—— Ix an pr n—]1 ( Es 2”) ". Or. 


Wird 2=0 gesetzt, so entsteht aus (1. oder 2. und 17. 8. 38.) 
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n 


(n+m)"" .q .q” 4 ın ui 1 17 | 
Eos 


(pm+gn-+qm 5 'qm 
p. 1» m 


x = 


11. Satan * 


(n+m)" m __ I ya yp-1 € —r m a o) 


( Pm-+-gqn+-qm) 
PRREER "BET. 
12 FR „pl (1-— m = x MR... ses I—9 = 1 7 : 
j q' n un + 
p.1 4 m 
u pm+ ng)" ch - 
ee q lm = ach (] — AT Do Or. 
Für 2=0 und — n statt n entsteht aus (11. und 12.) 
a 
17i.1 ” 


n ‚ ö (—N-M rim gq’ 
p n j 


13. ler] — at) m "On; 
N ei ( )  (Ppm—gn-+qm)" qm Be. 
p. 1 g m | 


(—n+m)'"” q7 
pl — x m 9x 
 (Pm—gn+gm)' al ey OR 
p| n ’ 





n 4m | 
1 „pl etz Ttan _ (pm—ng)"ır 1r!,1 ” 
14. Si oc (1—a ') OR er (— )" y mitm " : P i he 
p.1 q m | 
ae ni 
= (— ) g' qm SS ® ( — (I ji: n € I. 
‘ n ) 
Aus (13. und 14.) entsteht, wenn —- statt “g gesetzt wird 
ner _ nem n 
5. ASTA — I) Te er Ser i—i”) m o8 
| | ” | 
a (—n-+Hm)"”” 1” 1 ın 
as m" n ; 
16. Karla”) "or 0. 


Diese Gleichung gilt, so lange r > 0 ıst 
Wird r=® gesetzt, so entsteht aus (1. oder 2. und 11. $. 38.) 


n 


(p+N)" m‘ n 
I Var (L— x)m 9x 


- 1 p+4 1/1 _Na Ir Be 
17. 9» (1-x)" 0x = (pm+-qn-Hqm)'\0" 5 
ö ec 
(p+q) Im! 1 1:1! ,1r 
ur ni, ’ 
4 1 


 pm+gn+-gm)'" p+tg + 
q m 
6* 
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| B (pm+qm)'=9" . 
l ‚p-tg -] PRRANE: | 177 - = — — e 4 p-I1 x! } e 
18. ei (1—ı)" dr — em! er (tar (1— 2?)m da 
!!—gm Kan in 
vr. ( pm+gn) . 1 m 
= Xi mt Dt pP n| 
4 I 1 lg q m 


Die Gleichungen (17. und 18.) gehen, wenn — n statt n gesetzt wird, in fol- 


sende uber: 


« (pH) m‘ 
( 1 „p+lg—1 N — r! m Od rn = — |, yP1 | — x 7 77 2. c 
19. ) (pm—qn+-gm)t'g" ei Js Ei Pr 
pP ” a1 
(p+9)“' m’ 1 ls | Un! 
— (pm—gn+gm)m p+tg ' ‚2 p 
4 m 
nn (pm—qm)/‘ -ym p _n 
s 1 „pet u AU mn mr — — _—— I „p—1  .; mie 
20. Is ach (} QA ) 0A —— p’=tm! . p—tq Jo Mi (1 ad ) O1 
| pP u | 
(pm—qm)'\-ır 1 1 q 1 m! 
ca p'I-@mf a ,„2- 21° 
l: y m 
# ‘ .. ’ı» p n 
Aus (19. und 20.) erhält man für -—=—: 
q m 
’ EB. nm)!” n i 2 
91 / I yrtim-1 (} _— 7) m x — ( N+ m, . lyx 11 m) m dr 
70 / ml " n4-tm J0 


(n-+m)’\” 1 
mim n+tim * 


2, Sala 


n | n 


= (sr 


n 


y = da © 


Diese Gleichung gilt für 2>0. Setzt man p=0Q und dann p=1, so er- 


hält man aus (17. und 19.) 


m ‚2m .3m .... tm 
29 (n+m) (n+2m) .... (n+m) ” 


n | 


> 
n (g-+1)'m! 1.17" 


(l-+1g)\ MHInHMg) am ' 1 PoRar 


)*) .| ’—] (} — mi" 
) 17 — DE am _ — 
m) Jo l \ ) oa tq (nm) " 
24. ee 
(+1)! m’ 
— (Al+tg) (m+gn+mg)'#" J 

. i | u n2 gm'\m 

2). Natıl—ı!) "9er —= 


tg (m—n)' 


m ’z 


n 


— 7’) m y’ 
O\ cd } 
LU 5 


RR | m.2m 3m... tm 
"tg (—n+m) (—n-+2m) .... (—n-+tm)’ 
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RR (1-49)’7m/ 17 |: Er 
DI 1 „1 u / 77 Ir — 
26. Jr A (1 X y” ( — (It) (m—qnmg')i m * u 


n 


(1-+9)’7 m? Fi 0% 
u (1-7) 


( 1-+19) (m—an mg) | 
Für p=0 undp=1 wird aus (l. $. 38.) 


e., (m-+n)' zZ m’ m 
Ye l rl — r!)m )r 
ml. Jr (1 m ( m == ig (m-++n)' r+tlm > 

r l 
(m+n)""" (l-+9)'7.q".m‘ Il 


OR 1 9 ne: ARTEN — . ' 
23. Aall-a') x — (14H19) (m+qn-+qm yrtziym 1- + — 1 
/ 


_(mtn)" ” (14+-9)"'7g" m‘ Re W | 
(l+1g) (m+gn+gm)" +" Iym Ss ( KOT ) UT. 


Wird in (17. 8.38.) p=0 und p=]1 gesetzt, so ergiebt sich 


n u m’ m 

sy "1 .2y-1l BP \ eng)  PEERSEEE-GEHELAEN 44, 3 

29, I» K (1 Ar )" Or — ig.n =". (m+n) r+t|m 
m’ 


peu! (1) {\m > 
iq .n(m— a)” (mn) +" 





l n 


! (19) m’ 1, "1m! 
— Irt1g nm (m+gn+gm) tg 17 PoR.3? 





30. Sa" (ll: ae 


(1-+9)’ m’ ’ a. 
= — ıT\m 
gg mm (m+yn+gm)+ gr S (1 Er ) O2: 


Aus (27. bıs 30.) wird, wenn man —n stalt n setzt: 


1 (mn) "mtl" 
‘ „ml ui a ze na et 
31. a i (1 N 9% iq (mon tim» 
Br 2 1 (m—n)" "( Br g m‘ 
: ‘ 1 .tq a n n d) i — _ I — 
32. Gi X (1 q ) UN l-+14 (m—yn+qm)' +7) 
ni ren 


m’? m 
1) tq nn (m—n )e- -r|m ’ 


RG Sen 1 (+) 7m‘ Fa 
6 3 BR .q m ER Mr U 
34. Aatll—a 9x =(—1)j ig mm u —— 


y (m—gn+ym) rg 





(l-+9)’ Ymt n 
— BEN nr_ _._ - - - > - — 4 IE ) 2 4 
(3) I+2q m" d’ (m—qn+qm) tem 70 (1a) "O0 us. w. 


Geht man auf noch speciellere Fälle über, so erhält man aus (23, 


et 


24., 27. und 28.), wenn =2 und — =; gesetzt wird: 


3. 0, OL yl—x?) = Sr 
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a2 


36. Hay) = gr 4m, 
zri2 , 27-112 Iı—ı1l2 
o Ye 1 21 < a\t+tr 
». Top ea a ee —n 
37 E& l VON (1 I ) zrrt2 (2r +1)‘ 2 
r|2 3-12 
) 1) DIE oı1l+t 3 . 

33 AIM-Name 

Aus (25., 26., 29. und 30.) ıst für die nämlichen Werthe: 
1 22-19%x 2'112 2.4.6...(2—2 

0 ran 

Jo Y(l—ı”) 1:'2 1.3.5... (2:—1) 


I 29x 31-12 





in &r. ET 
40. 0 V(l—ı?) MB yA 2 ZT, 
2 ER . 212 
1 STAAT ır= NY" Rz 
u nal 31-12 
42. Le) 95 = (— 1) jr gr2 Ar. 
. *. arTT N 
Aus (31. und 32.) ergiebt sich für g=2 und n = 2: 


: 1712 ,2/-112 
3 LER re : 


1+ 122 1712 77 
1 28 2\-3t7 a, PEN Si. 
44. fi X (l—x ) Or — Y.+:1ı Ir+t+1 





Diese Ableitungen lassen sich leicht weiter fortsetzen. Specielle Fälle 


von den in (35., 36., 37., 38.) gegebenen Formeln hat Euler (Integr.-Rechnung 


Iter Thl. $. 340, u. ff.) aufgestellt, ohne jedoch das Gesetz, welches diese 


Fälle zunächst umschliesst, anzugeben. Er hat eine zurücklaufende Bildungs- 


weise entwickelt. 


Es sollen jetzt noch einige besondere Fälle zusammengestellt werden, 


aus welchen sich die Kürze und Bequemlichkeit der gegebenen Ableitungsme- 


thode verdeutlichen wird. 


Aus (6. und 21. $. 38.) ist 
- 1.5 no 1 F, 
43. P A ach ig 1 ei 90° ) m OX — ns gr ( 1 ee x) y Or, 


ET ’ Ei 
46. ls ar 1 — xt) 'ırx— m/f, x""(1— x”) dx. 


Fürg=m wird hieraus 
n 


p 
47. I xP l (1 au x") vr uni or = fi a" 1 (1 — xc”")m u Or. 


Firrpzsn wird aus (45.) 


Tr 


48. hell)" Ir = har (l—e”)e dx, 
Aus (30. $. 38.) erhält man für =}: 
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n p 


49. (p —- Is zePtı-1 (1 — x") m = 9x — P ger—m—1 ( 1 4 ge" 7 .>1 Br. 


Setzt man in dem Integral 





p N n ılı 
n = — 
— —] 1 1 1 m 
hr ap (1 ma x”) m OxX en p ne FR n = 
Im tm 
. ” r Fr p 1 . . a 36 ‘ > 
die Facultät 17" = 1” ,so ergiebt sich nach ($. 13., 43. und 46.) 
p \ n 
n I 1 > —1]1 n - 
r A en — u ee FI : ) 
0. I x (1 x ) OX m p+n _ılı m ’ Mm ll. Is W. 


Die hier zusammengestellten Fälle sind, wie man sieht, sehr speciell. 
Die Gleichung (46.) ıst von Fuler (Integr.-Rechnung 1er Thl. $. 369.) ange- 
geben. Die Gleichungen (47. und 50.) hat auch Legendre (Exerc. de calc. in- 
tegr. Tom. I. Sect. I. Pg. 222. et 279.) behandelt; die Gleichung (50.) hat er 
insbesondere mit vieler Mühe gefunden. Dabei ist diese Gleichung nur ein 


besonderer Fall von (46.). 


vs 


Ausser dem in (2.) angegebenen Integral führt auch ! nein 


0 


auf ®, wenn 0 ıst. 


Aus (21. und 23. $. 39.) ergiebt sich für k=1: 








Ä — 
ih = mn)" 1 m \ .. m 
31. E am (2” — x”) om Od; | ) ee: 1 k 
; (sm+n)(m+2n" "5°" 
n ı n I 
=) U gsm-1)n (m-—n)‘!” war 
32. nn DD  - 
ke SN—N m—2n sım u 2n] 
J. (2 — 9”) m i x ) 1 m (1 


Wird ın (20. 9.39) p = sy, k=29,n=—} geselzt, so erhält man 
1 zı1dx 2-12 2.4.6...2(s—1) 


53. S, Van — edge 135. 








u. 5. W. Specielle Fälle ergeben sıch hieraus leicht. 


$. 41. 


Das Integral Ya" (1— x)" oa lässt sich wie folgt umformen und zu 


weiıtern Anwendungen benutzen. Setzt man nämlich 
1 


x = er \ 
v(1-:') 


’ 1 x7 
1- !el are 


’ 


so wird 
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Nun ıst 


0er =0, =-=— — 
y(l—-:') a q 
\Verden die vorstehenden Ausdrücke in das Ze eingeführt, so erhält 
man, wenn man die Grenzen des umgeformten Integrals so bestimmt, dass da- 
durch die nämlichen Resultate beibehalten werden: 


I. Nartıl—a”de ef = 5 
(isn't 2 


2. « arı(] —- ı')dr = fi ch kr 
A4nt 7 * 


Da unter der angegebenen Bedingung in dem Ausdrucke rechts vom 


odeı 


Gleichheitszeichen x statt z geschrieben werden kann, so lässt sich diese Glei- 


chung auch so ausdrücken: 
x 7) arurg—1 or 
3 „#8 ‘A — 1! ar — - DIS - n 
(14.7) u 
Die Umformung dieses Integrals kann nun auch nach folgender allge- 


meıneren Methode ausgeführt werden. Man setze 





1 
vr = 4 
” (—k+ DD 7 
r | — 1 
l1—ı" = ee ER 
4 
9-1 02 
da =m— — —. 
(#—k+1)'' 
\Verden diese Werthe ge so . man 
PUB in du Ik) a A 
(1— a”) 0. — ek4h" e . 
(NE 21 +1) 


Die Grenzen, zwischen ie das Integral rechts genommen tn muss, 


. .. iu Y =. 
um dem ursprünglichen zu genügen, sind & und Yz. Man erhält daher 
I Q f c 
4. Sarıl—aydr — e  hepen 
® ” 


oder. da rechts x statl z geschrieben werden kann, 


2 ar (a1 en 


5. Ka a"dr = | i 
ky 


" (&—k+1)"" r 


Wird bierın — % statt %k gesetzt, so ergiebt sıch 
































3. Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 49 


a a vakyd 
6. es dk bes: ’ E.. en 


-kq rk" 
Die Gleichung (3.) ist ein Rn Fall von 5) "lie (6.). Setzt 


man nämlich in (5.) oder (6.) n=0, so ergiebt sich (3.). Geht man auf 


En + 


den Werth des Integrals selbst zurück, so ıst aus (3. und 6.) 


"| fi. ar (a1 —k)" Or u 211 (214 k)"Or 5 re 
. ) rn ame iu Be, 
k4 ’—k+1 - k4 (+ k+1)"t q + p.l q roll 


Da k willkürlich ist, so ergiebt sich für k=0 und k=1: 


ar or (217 Nor 
) ‚D—] pe, Zus eh ET = 
5 ala) 4 zmtpti 
amt 
_ p| 
nn f- 21-1241)” Ir 2 ch, jr 
—- .. re = ” = u. [3 
- nn — +1 
(242) 4 ? 
Es können auf diese Ausdrücke alle die Resultate angewendet werden, wel- 
che im Vorhergehenden gefunden wurden; wobei denn die Entwicklungen 
in unendliche Factorenfolgen nicht ausgeschlossen sind. 


Wir wenden uns nun zur Ableitung weiterer Gleichungen und legen 


hiebei folgenden Ausdruck aus 8.) zum Grunde: 


Pi 
; at di = (12 17 1" 
9, A | 1} — X 9) d > u = [, - =/ z‘ gnpp a eh p RR 
« nt +1 0 +ril 
d- ” 





P- L 7 
Wird hierin y=mp=n und — — statt 2 gesetzt, so erhält man 
© gr-n-1%) zT " n 
10 / - ef’ —- = — u m m \ 
> Jo I+r" "nn ——— 
zT (z"—1) u 2 n u 


Diese Gleichung geht in Rücksicht auf (21. u In 


' h pr: . Or 7 
| 0 142" =/- er _ NR 








»ar—D mMmsıan — sr 
m 
i n—m a 
über. Setzt man ın (9.) ıa=m m statt n und — n statt p, so erhält man 
Pr. ar-1dr ee ("1m Ir _ I —+ 111 1% L 
Pi 14.2” 1 T Tr —-n+m 
Nach (22. $. 26.) wird hieraus 
n 
‚» rl = / » (sm —1)m "dr 7 
12. I: I+2" —J, TC kög- nu. N 


msin zT 
m 
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Aus (11. und 12.) findet sich 


13 eo gmn-ldr oe 2r-1Odr ‚ı 
2 J 1 +2” =/ 1-+.2” vr ° n Erz. 
Mmsın — 7 


M 
4 ww 
0 Or je.) (”—1 ) rn or 7 
ee 
u. 1 . 
ı ec "-)r msin — 
Mm 


Setzt man in (9.) =], so erhält man 





= » "ÖL __ pele-Mdz _ Ierpı Jr 
15. JS, 8 


AroyrH =), an PR = nn 


Wird hierin n—1 statt n und p +1 statt p gesetzt, so ergiebt sich 
2 e"1dr _- fe? («-1)"18e 171, Jr-1ı 
16. JS (L+z)"trtt =/ 7:7 a 1r+tril ” 


Wird in beide Formeln — statt zn und — — statt p eingeführt, so ist in 


Rücksicht auf (26. und 20. $. 26.) 





17 * rm O7 * (2-1) dr 7 
7. ı., > Ze m; ’ 
di ’ sin— 
he — 
> ride ER lv 7 
u (zen ul 
0 +r 1 7 u 
sin—rz 
m 
z ” a n n 
Wird aber in (15. und 16.) — — statt n und — statt p gesetzt, so er- 
hält man 
fi Or f Or Bi 
19. / ag ai 4 u m — ) 
ı 1 — 1 —- * n 
zm(l1+r) z(r—1)” sin —- 77 
m 
ÖT r Or sc 
20. / n Re j — m n 
° zu "(l4s)  sle-)u" sin — rz 


Mm 


Setzt man in (15.) a+1 statt n und p — 1 statt p, so ist 


3} 2. td a f” (c—1 y’rl Or Rn 1r-Ul, It 
/ UV 


(A-+r)"trt! ı mat ( p—1).1rtell 
n n | 

a a, a 2 r Beat 
Wird hierin „ statt n und „ statt p eingeführt, so ergiebt sıch, mit 


Rücksicht auf (22. $. 26.): 
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Ir 


u 2 m ) Tg 7 ; 
22. J z de m f x 2 n ih 


sin — 7 
mM 





Aus (17. bıs 22.) ist 


a- In 192 P Or e (e_D% "dr Re 7 
PAIR a0. PORBNRe - G0BL BORN Ka RE 
x wa X EEE m 




















ı An ’/4 r — z n 
Im (1.+z) z(2—]1) sın yy/ 
M 
n i n 
24 h em Ox Re Or en ” ox er (a@—1) Or 
I Ders u m mare 
0 + v Km +. 1-+.7) u Km v. u 
OxX “(x —]l) ; m „19. vis 
Ba; 2. vs x v0 og 
U cca—l)m . sin —rı 
M 


Man sieht, wie mannigfaltig die Ausdrücke sind, welche auf diesem Wege 
erlangt werden können. 

Das Integral, aus welchem die eben gefundenen Gleichungen abgeleitet 
wurden, nämlich 


1. pi 
235 Aentl— ad — 
I Anlı 
p.1l, 
soll nun auf die nämliche Weise, wie so eben, behandelt werden. Es ergiebt 
. a d n 25 ‘+ Rücksicht auf (21. &. 26.\ 
sıch für A Tonnnehiinie statt » aus (25.), mit Rücksicht auf (21. S. 26.) 


= —ı r | ST 


26. fr ge (1 — x") = u — PER 


n r n 
MSN — 7 
m 


Wird in (235.) p=m—n und n—m statt n gesetzt, so erhält man ın 
Rücksicht auf (22. $. 26.): 
n 
o- 1 „‚m-n-1 m ee zT 
27. a8 ET Re 
msin — 


Aus (26. und 27.) ist m 
28, £ ger—i ei —_ 2") m dx = (a = pe md, 


Wird y=1 gesetzt, so geht die Gleichung (25.) in 
jr! 1.1 1j>-ıı Y’ | 
29, Fi; ach 1— os = = p.lehi === eh -_ 
über. Je nachdem nun p und rn angenommen wird, entstehen aus (29.) fol- 


gende Gleichungen: 
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17 17»! 
.p n? ale; 
0. Sale = ++ 
1711 J»-ı1ı 
np ne 
3l. f} ach (1 — x)" Jah > 
17-1 ]>-ı1ı 
7. ® u ‚iın-1 co — ee . 
32. fi (A - x)" Dres Ze 
Nun können den Gleichungen (29. bis 31.) die Werthe p und 
=. i n n n 
beliebig angenommen werden. Setzt man und — — statt p, — — und — 
Es m m m 


statt n, so ergeben sıch folgende Gleichungen, wenn man auf (20. bis 27. 


8. 26.) Rücksicht nımmt: 


n 























1 I 077 ,Ox 7 
33. Ai | u, 
vi .(i-e)= sin — zz 
Mm 
1 (1-aym Or st 
34. / REN n Fan — u . 
0 — +1 N 
Km sin re / 7 
m 
n 
Pre Il em : O8 n.rı 
35 Ze, 
ee msin — 7 
Mm 
ST 
‘ —— m‘) ' BRERR. Yen Au TE ER o 
36. [@ rar tt" 
sın — 7 
Mm 
3m [C- er a 
.. ar" 1—2 I ae 
sın — rt 
Mm 
n 
z ‚1 X m Ic TT 
2. Sn 
lI— x) sin — st 
(I-e)m R 
Aus (33. bis 38.) ergiebt sich folgende Vergleichung: 
I am na Ox I 
u [= Ca 
PP RN u 
M 
n 
ll 2m -_ n sT 
= - bu nd - BR | m O —,— — ’ 
ML. 3 G -/(G = = FRE yon, 
—UC)m S er 
IM 
n 
‚1 (l1—r)»n 9x m dr yı 4 
41. / ad -/: =— - 
y m day sın — 7T 
m 
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Diese Gleichungen lassen sich mit (23., 24., 26., 27. und 28.) vergleichen. Es 
ergeben sich daraus weitere Relationen zwischen diesen Integralen. 

Die Gleichung (32.) lässt sich für p + n=0 nicht benutzen. Sie dient 
jedoch, eine weitere Ableitung zu gewinnen. Setzt man nämlich in (15.) n—1, 


so erhält man 
1r-1lı Jr-1ı 


9 gn-19r " @-1r8 
S (I+x)"+r =f 7 ]rtr-1 1 


Werden hier p und z vertauscht, so ergiebt sich 


= zP-19r * (@—hp-1 ]»-ılı 7-11 
Z (IF2)"tr =/ zit Mapa * 


Hieraus und aus (32.) ist 





42 Fi ri an fü (2—-1)”"02 („ri 
o (A+z=)"t7 » (I+2)"+P Jı zn tp =/, at 
ae 1 „p—1 wur An 
= SS, a(1l—x) d.. 
Setzt man n+p=s, so ist p=s—n und man erhält aus dieser Gleı- 


chung 
o a1 Or En ‚s-n—] ox _ © (c—1 yr-1 Or "(a no; ee 
43. J. (1+2) -/f? (Ay+2) =/ er nn J. 


un. fie ' n-109) u 1 Bi. um Be aan 
= Wa 1-0) = Era) dr — 





Wird n und p gleichzeitig um r erhöht oder erniedrigt, so ist 








antr-19x aptr-19r (21 n=r-1 od x „@ (z—] )p&r-1 
“ 14 (Ita) =[,; rel Zee), Te 
er j»&$r-Ul jr#$r-11 
’ I — 
el FOREN SEFSEEEERUEEHER = 


Hier sind s und r unabhängig von einander und können zweckdienlich ange- 


nommen werden. Allgemeiner noch ist folgender Ausdruck: 








= Prix " @- r—1)"#7-19% 
3 1.20 ping, ” 
6. hartem -l[ Der =f 
| . n+19x ” (z—1)"t719x 
= (al — tr! Ir un / Sr e q Be / (x Dr 04 
’ Jo AHV tr Hr 1 zrtr+ ++ 


1r+r-1ı Jr47-11 

u U. 72 7 ae Bu 
Hier sind vier Grössen von einander unabhängig und können willkürlich an- 
genommen werden. Dieser Ausdruck schliesst die von (29.) an entwickelten 


Gleichungen als besondere Fälle ın sich. 
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Die Gleichung (13.) hat Euler ($. 351.), die Gleichungen (25. und 27.) 
in (8. 352. Integr.-Rechnung Iter Thl.) entwickelt. Von den in (17. bis 24.) 
gegebenen Gleichungen hat Legendre (Exerc. de calc. integr. T. II. Pg. 97. eıc.) 


den Fall 
’ n 1 
(= Ox ce 
rap u . Ei 
In: Oh n 


sin — rz 
m 


und von den in (42. bis 44.) gegebenen den Fall 


„= a"19r 1»-ıı, J-ılı 
J, A400 1 








entwickelt; letztere auf nicht sehr einfache Weise. Er legt dieser Formel 
einen hohen Grad von Allgemeinheit bei. Es lässt sich aber, wie sich hier 


zeigt, eine viel allgemeinere Formel aufstellen. 


(Die Fortsetzung folgt. ) 








3 4 
n h ‚ Au“, B,h 
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4. Malmsten, sur la formule hu',= Au. Aut 


4. 


Sur la formule 


‘ h ‘ B,h’ “ B,h' 








(Par €. J. Malmsten, profess. des math. a Upsala.) 


h est connu, que Stirling, dans son ouvrage „Methodus Differentialis 
siwe Tractatus de summatione serierum” resolut, ıl y a plus d’un siecle, une 
multitude de problemes tres importants pour la theorie des series infinies en 
general, et parliculierement pour les expressions de tres grands nombres, qui 
se presentent si frequemment dans le calcul des Probabilites, et dont il serait 
presque impossible de trouver directement les valeurs numeriques. Parmi 
toutes ces formules il y en a une, qui a toujours attirce lattention particu- 
liere des Geome£tres, et qui est specialement connue sous le nom de formule 
de Stirling; savoir celle, qui sert ä calculer par approximation le logarithme 
du produit d’un grand nombre de facteurs croissants en progression arithmd- 
tique. Cette serie offre une singularit@ bien remarquable. Elle procede selon 
les puissances negatives dun nombre suppose tr&s grand, et dtant decroissante 
tr&s rapidement, elle finit necessairement par devenir divergente, quelque 
grand que soit le dit nombre. 

Quant & la convergence ou la divergence des suites infinies, on sait, 
que les Analystes d’autrefois y attachaient beaucoup moins dimportance que 
ceux d’aujourdhui; ils se servaient m@me tr&s souvent dans leurs calculs des 
series evidemment divergentes. Aujourdhui bien sen faut quon approuve 
l’usage de series non convergentes; au contraire on veut quelles soient com- 
pl&tement bannies de lanalyse. Mais cette rigueur, juste et raisonnable en elle 
me&me, a etE mise & une bien dure epreuve par la serie de Stirling. Dune 
part divergente, comme elle lest, elle devait en effet ätre rejetde: dautre part, 
parcequ’elle est presquindispensable, elle ne peut point lötre. Cela ctant, & 
moins de ne pas faire, forc€ par la necessite, une exception extraordinaire et non 


legitime pour cette serie, (ce que quelques uns on effectivement fait), ıl ne 
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restoit d’autre moyen que dessayer de la rendre finie, c'est ä dire, de chercher 
son terme complementaire. On y a aussi reussi: nous rappelerons seulement 
ce que Lioucılle et Cauchy ont fait A ce sujet. 

La formule de Stirling west cependant quun cas Ires particulier dune 
formule que Maclaurin a proposce le premier, mais quı est ordinairement 
attribuee 4 FKuler et connue sous son nom, savoir la formule 


h B, ha b,h' 
l. ABu=fude—z.u+]7 1 U“ ty gu elc, 


ou Bi, B,, etc. designent les nombres de Bernoulli et u‘, w“ etc. la premiere, 
la seconde etc. derivee de u. Les nombres B,, B,, etc. sont, comme on sait, 
tels, que des le quatrıeme, ıls vont toujours en croissant, et finissent par de- 
venir infiniment grands. Aınsi la convergence de la serie (1.) n’a pas gene- 
ralement lieu; au contraire nous lavons vu @tre divergente dans le cas parti- 
eulier de la formule de Stirling. 

Cela pose, la serie (1.) presentant sonvent la m@me singularitd que 
celle de Stirling, savoir d’etre d’abord rapidement decroissante et de finir 
par devenir divergente: les geometres ont regard€e comme tres important la 
legitimation generale de son emploı dans le calcul d’approximation. En effet 
ıls ont tach€ de fixer les limites du reste de la serie, quand on arrete le 
calcul A un terme determine, cest A dire de fixer les limites du terme com- 
plementaire. Le premier essaı A cet egard, que nous avons eu loccasion de 
connaitre, est dü a Erchinger, et se trouve expose d’abord par Ettingshau- 
sen dans son eerit „Vorlesungen über die höhere Mathematik" Tom. I. pag. 
429. et puis par Evtelwein dans son livre „Grundlehren der höhern Analysis” 
Tom. 2. $. 696. Mais son analyse nest point satısfaisante, puisque lequation 
differentielle, ä laide de laquelle ıl trouve la valeur du reste, n’a lieu que 
dans le cas ot Ja serie infinie, d’ou elle est derivee, est convergente; ce qui 
en effet na pas generalement lieu. 

Un autre caleut tres ingenienx du terme complementaire dans le de- 
veloppement de hXu entre des limites donnedes, est düe a Porsson, qui la ex- 
pose dans un excellent memoire: Sur le Calcul nurnerique des Integrales 


definies. 1 est fonde sur En connue 


in (r— _2 
2. fa DET Sae+z/. [Ss )]/C@)de 


(qui, comme on le sait, a lieu pour toutes les valeurs z x comprises entre 


les limites des integrales) et donne pour resultat la formule suivante: 


vr 
Pr 














| 3 | h B,h? B,h* | 
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hf (®) = N S(a)dx — hfa)) - SON) + Ah? Gb) — (0), — 
Be" (— 1)" 4,h?” Ben (ab) — 0) R,.; 
ou 
1 2 1 ı l 6 
2 (2m) A, - 1 + Dr + 7 + 4m + etc. J . : 
am pw ZN, Ham 
= Dr. ST 5 Cs fe (a), 
En mettant ic @— x, A la place de x et puis f(x) ä la place de /(o— x), 
on obtiendra facilement, sı lon fat ce + my =X%,, 


EL SC) =SE Sa) dr hf) fa) + Ah? — WE 
.(— "A," fr’ (a) — FT (ao) Bi; 

ou 

se —r9,) 





R„=2.(-1)". (& je [S’z m. C 1? (@)dw. 


Si lon designe par 9, la plus grande valeur numerique de f?” (2) entre 


c=% etx=x,, on aura, abstraction faite du signe, 


4. R' “= m An On (x, X) ’ 


m 


et dans le cas ol f®”’(x) conserve le m@me signe dans tous cette etendue, 


5. R', De Jr A, BR (x, ) ei ? Aasıta (2), 


donc pour ce cas 


12, [EN Sa) dh) Fe FATAL RN — 
6. ... + (—-1”"?4.,h””? | SF Ren (x) fr? (xo)} 
+ (— 1”".0,24,h’” | f°" (&))\; 
oa 0<HA-<]. 

On doit aussı & Fillustre auteur des „Fundamenta noca theoriae func- 
tionum Ellipticarum” un excellent memoire sur ce sujet, savoir: „De usu legı- 
timo formulae summatoriae Maclaurinianae (Journ. de M. Crelle T. 12. 
pag. 263.), ol il demontre que si les deux expressions 


ef z, em (x) et 2, zu (x) 


ne changent pas de signe depuis s=0 jusquäa z=h, et si de plus elles sont 


toutes les deux du mä@me signe, on a 


Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXV. Heft 1. = 











h = \ _ Baht 
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he") = fi Ar) dr hir. BE ıpu / 
2,0) ES /a)dc— a REN + 13 fa) Fo) 

B. „h“ m- han—2 
ss 17.10 WR) rt. +". En) A ee] 
Buhir 


Er (— 1 yr+! -y 17 - Tai (x,) — femD (o)}, 


0—9—1. Ce resultat de Mr. Jacobi ne peut @tre tir@ de la deduction 

de M. Poisson que dans le cas oüı les derivdes 
f(x) et fen+? (a) 

sont toutes les deux positives ou toutes les deux negatives, depuis = a, 
jusqua 2=r,. Dans la deduction de Mr. Jacobi ıl suffit seulement, que les 
expressions (7.) soient toutes les deux positives ou toutes les deux negatives 
depuis z= 0 jusquäz=h; ce qui peut en effet avoir lieu, sans que la con- 
dition de Mr. Poisson soit satisfaite. 

Apres cette exposition succincte des recherches anterieures sur ce sujet, 
ıl nous sera permis de dire un mot sur le present memoire. Nous le diviserons 
en trois paragraphes. Dans le premier nous nous occuperons de la recherche de 
quelques relations entre les nombres Bernoulliens, dont nous aurons besoin dans 
la suite: dans le second nous developpevons les theoremes et les formules gene- 
rales, qui touchent de plus pres A la formule remarquable, qui se trouve a la 
töte de ce memoire: enfin dans le troisieme nous ferons quelques applications 
importantes du dernier de ces theoremes. 

Nous nignorons pas que la formule d’Euler est ordinairement presen- 
tee sous la forme (1.); mais non-obstant nous en avons prefere pour notre 
disquisition la forme 


u; ne E B,h* i 
9, Au,= Au, — 5 Au, + .Au, — Pr A” + etc. 





Au premier coup-doeil on trouvera cela peut-£tre de ires peu dimpor- 
tance; mais la forme n'est pas tout a fait sans consequences dans les applications. 
En effet la formule (1.), etant prise dans sa plus grande gencralite, on ne peut 
parler dun terme complementaire, AXu etant absolument indetermine. Il faut 
done ou fixer le terme Xu, en le considerant comme une sommation entre des 
limites cerlaines (ce qui est le cas ordinaire), ou il faut le prendre pour une 


fonction determinee de x, d’ou l’on puisse ensuite deduire u et ses derivees. 


Mais le proced@ ordinaire a souvent des inconvenients par rapport & la continuite; 
ainsı p. ex. le developpement de log Z(x +1) qu'on trouve de cette ge. 
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nest rigoureusement demontre que pour les valeurs entiöres de x. Nons 
avons donc prefere de considerer Zw comme une fonction determinde de 
x; et pour faire voir cela plus clairement, nous avons donne A la serie, 
dont ıl s’agit la forme (9.). 

Quant a la methode d’operer, nous prenons le m@me point de depart 
que M. Jacobi, savoir la formule connu2 

2 r r 
uU, = u, + hu, + u +...+ nn u‘) > \; : CT ed; 

mais le reste de notre deduction sera tout ä fait differente de la sienne. En effet 
la disquisition de cet ıllustre analyste fait fort bien connaitre que la fonction 
que nous avons designe par p(z) (voyez la formule (25.)), conserve toujours 
le m@me signe entre z=0 et s=h; mais elle ne fait pas voir la propriete la 
plus remarquable de cette fonction, savoir: quelle a entre ces limites son seul 
maximum ou minimum en 2=3;h, et quelle est parfaitement symetrique 
de Tun et de lautre cötd de ce point. Cette propriete est un point essentiel 
pour notre deduction: cest par elle que nous sommes parvenu & trouver les 
limites du terme complementaire pour le cas m@me, qui a echappe aux re- 
cherches de M. Jacobi, dest a dire pour le cas ot les expressions (7.) n’ont 
pas le m@me signe. 


S. 1. 
1) Sı dans la formule connue 
es) . 
7 guxr_ o-uxr 1 . 
_——— u — ang Iw 
10. = .da - ; Cotang }w, 


on met & la place du membre ä& droite sa valeur 
11 Eu ICtanfio— B.a+B En B an . 
IRRE RER T N Fe te 
(ot Bi, Ba, .... DB, etc. sont les nombres Bernoulliens), on aura, en posant 


®=0(, apres avoir differentie 2m —1 fois par rapport ä cette variable: 


ea=—1l Am 


Or la formule (10.), multiplice par Cos ®, donne 





„® EFT ETIE 
13. 2/ al Cos w.dae=y(m), 
en supposant pour abreger 
1 2Cosw 
p(w) = 2Cos w(— — zCotang io)= — — — Cotang 3w + Sın w; 
ceest a dire, en vertu de (11.): 


S* 








2 4 
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| e -.B w> 
14. ga@)=Bw+ +7133 ——3) +13 (B—D)+.... 
ıw ‚zn—-1 e& m—1l 
m . a 
ie 2 pa, u ( + (—]) =) tete... 


Differentions maintenant Zn —1 fois la formule (13.). Pour cela nous nous 


servirons de la formule connue 


d" (e” Cosmy 





15. ee di aba — }leyl (ntmy D(n+my—1)" w ey(n- m) "(nn — my— —)"}, | 
qui, toutes les reductions faites, donne pour = 0: 
no de) |(e” FR )Cosw| _ 1, A+.y—r1— -U-y- Darm 
2 j nn —1 vl 


Donc on tire de (13.): 


_ _ £* Ad+2)-—-Dr_- (1—zYV—1?r-1 dx M— 1 Ban 
9) = Zi — \mn-1 
1 il: 2 / V 1 be er'x 1 + ( 1) . m 


parcequ’en vertu de (14.) on a 








rd f (w) BR Ban Eu 1 Ir m—1 , 


du m m 
En developpant les puissances sous le signe / dans (17.), et designant par 
(2nm—1),. (2n—1),, etc. le premier, le troisieme etc. co@fficient du binome 


pour l'exposant 2m—], nous aurons 


dx 
4 K: ı /@m—N,x — (2m —1),’-+. 


e= LIE 
n—2 /% yan-3 n- x n- M— —1 m- —, 
+ (- 1"? (2m — Dan + Ya = — + Hr. 

et dela, ä laide de (12.), on tire la relation suivante entre les se de 

Bernoulli: 
185. (@2m—1), BD, — 3(2m—1),B, + 3(2m—1),B, — .... 
1 m—l 
.. (—1) m—l .(2m—1),.-3 m. jun m . 


2) Mettons dans (10. et 12.) 3® ä la place de x, et dans (10.) Zw ä 


la place de w, nous aurons 


o zm—1 de Dn—1 Bm 
ww 5 ne, 
er en 1 
J; a dem — — Cotang w. 


La derniere formule, multipliee par Cos w, donne 


” (e—er"") Cosw mas Cosw 1 
} Zr dx =>Sın w + 


Sinw’ 





2 
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don, en posant = 0, apres avoir differentie Zn—1 fois par rapport a cett« 
variable, on obtiendra en vertu de (16.): 


ie " Arry— 1)?”-1_ (1—zV ?r-1 de 
eayrif | 

















v—l "onz_]| 
Cos w 1 
di, |Sıno + — om | 
u * | 
Mais comme 
Cosw 1 w m? & u? 
ra IT 
Im—1 
m-—1 
.+ (—-1)"”".(2m—]). .- mt etc et 
1 Sala 1 2(2—1). Bü %D 2(2°—1) B,.w? 2 (21 —1) Bw”! 
Sinw ar w + . 1. 2 u zZ + .... + — 1. 1.2...2m 2 + etc., 
on a 
Cosı 1 
ders 'Sın Bee Tr Sine 1 
nn u — u m \ Pın-l__ 4 a m fs RER ! 
" Irı ı2(2 1)BR,, > ( 1) (2m l) ’ 


dou enfin on obtient 
” A+rV— 1)2=-1 — (1—-ı)— 1)?” 1 


dr u. 2 (2° 2m-—1 1 )Dm 
ul Re 6 Vu "ge — (Zm—1) + (—1)". 2m -° 


En developpant 1+xy—1)’"" et 1—ay—1D)””" et fesant les inte- 
grations a l’aide de (19.), on aura 


20 (Zm—1), 2? aD, (2m—1),2'B 





, (2m— -Dom- ‚3 Zam— ? Bn- ' 

















2 en Be "+ ur). + (— 2 un Im—2 
2m Bm __ 2m 2(2”1—1)D,, 
ın—1 — m 
+ 2m -— +1)". 2m 
dou Von tire facılement 
1 (2m—1),2?B, (2m—1),2*.B, m (Zm-V)2n-3.22"-2 D-ı 
u Tee Tran 
m 2. (227 m Bin 
= (Ir. 
fi Iipliant cl an . & 
et enlın, en mullipliant chaque terme par T (2m) "Dam » 
A { 1 R: 1 wi Aha FR + DB, l Ya 
21. m m Tod mi ta nd 
B; 1 1 an = 1 und 
TI IT m 1 wat. +ONDT mE 12? 
nl Ba 





= (— 1)". nt 1m 
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$. I. 


Les deux relations entre les nombres de Bernoull/, dont nous aurons 
besoin dans la suite, ayant et€ trouvees dans (18. et 21.), nous passons main- 
tenant a ce quıl y a de plus essentiel dans ce me@moire. Soit u, une fonction 
de & qui, avec ses Zn -+ 1 premieres derivees, est continue depuis x jJusqua 
x + h. Faisons pour abreger 

22. hu, — Au, — Hıh,u, — HA,N: u — 

— H,n..h”"? Au®”® — Hin”! Au” — F(ajh), 
ot wur, ur, etc sont les derivees successives de us. En vertu d’un theor&me 
connu nous aurons N. | 
Br h? ham (h—2)?m 

















2 = I a + fa U” de 
h? han AC(h— a 
EEE ; en er (2m) a Im 
Au, = hu, +753% +..+1 ww 1: JS 1.m% et) Je, 
u hr? hl ae 
ne m (2n) 4 (2n+1) 
Au, = hu, +. j0mDd% ee 1....(2m 2) - Une dz, 
. » h—2 
AED zu hu” + J. E n . ‚umar) de. 
Ces valeurs, substituees dans (22.), donnent 
i " \(h—2)””  Hıhch—2y?rl H,h?(h—2)?”2 
HN r R a h ‚‚(2m+1) An zu 2: 
23. F(a,h) = — Sur dz De he a u a 
. Amr—1(h—2 
Dt 
otı les co@fficıients A, A, .... H,n-ı sont determines par 
Ei 
H+j3=% 
| H, 1 
H+7j2a+ 123”. 
H, H, 1 
24, | A+ratrrastnınt 
Ham-3 Hrn-4 H, 1 
Hm +73 + 12.3t+r.--t1ı m + Im). 
H,n_2 ER 3 H, H, m. 
H,.nt 73 #123+.- FI 0m + 0m + Im 


2) Considerons en premier lieu le polynome entre les crochets dans 


(23.) et posons 





n— 


’ ER . ar F ht 
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‚ 2m Hhh-Der-i 1 h_2y?- 
235. g(h-:)= I Per ne 





„2m 1. „2m—i) u . 
= h' (h— Iym- e ar 
..(2m—4) + u... + 1.2 el 
H, h’ (h— g)273 H,h°(h—2)?"—5 Hym_ı hr "1(h—2) 
I, — 7) = . — — — BEE... 
26. 107 (h z) == u —(ki ‚2m—3) + (1... 2m—5) + ...+ - | ’ 


qui au lieu de (23.) donne cette expression plus abregee: 
27. Fah)=— N ucat de[p(h—z) + b(h—2)]. 


En developpant g(h—z) + x (h—z) selon les puissances de z, nous aurons 


p(h—z) + ıb(h— 2) 


























PR Ih?” | ! B —+ I . —- . B, H;n-3 -- Hım-2 > Han-ı ( 
es l.... 2m 1... 2m " I... 2m 32 t. #123 7712 I \ 
2 Be H ‘: ER . RER H, Ham-3 mr Hm-2 n ) 
T 11..m-1 "1.2 "1.m3t.- +72 I + ml 
A222? | H, HA, Ham 4 H;m- 3 / 
un 1.2 I ne u 1... 2m—3 w I. mat. r 1.2 - ku Hu 
Kr [ H, H, Hın-5 Hyn-4 ) 
7231.38 t Im atim5t tra tr Tr Bamcak 
(1 HB, 3 | 
-7m3i2a3tiatı ti 
u Be: 
Hi aaatrı rt 
haim-ı | ' 
1... 2m-—1 l+ Hi 
„Im 
v 1.... 2m’ 
c’est ä dire, en fesant attention aux expressions (24.): 
] gar H, ha”! H, Be Ham, In? 22 
p(h—)+w(h-2)=yT, a; „2m 1...2m rg Wi — 
VE P" A, La gm—5 H,W' Zm—1 H,n-ık"12) 
u U... „2m—3 1.... 2m—5 + Ll.. a2 7t+ ‚+ 1 
ou enfın 


28. gth—:z) + ab (h—z) = y(z) — ıb(2). 
En supposant iciı z=3;/i, on aura 


Gh) = —/(h), 


done 








B,h? B,h? ü 
15.Au,— 1 Au” +ete. 
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ÖCh) = 0, 
ce qui ne peut avoir Jieu pour toutes les valeurs entieres de m, ä moins que 
les co@flicients des termes differents dans ab(h—z) [voy. la formule (26. )] 
ne soient separement egaux A zero, cest A dire que 

23.. A,=H=-H=...eH., =% 
Nous aurons donc au lieu de (27. et 28.): 


29. F(ah) hun p(h—z)dz, et 
30. p (h—:z) = p (z). 
3) Quant aux cocfhcients 77, H,, A, etc., on obtient immediatement 


H=-—1!: 


’ 


par consequent, a laide de (28a) la derniere des relations (24.) peut &tre pre- 
sentee la forme 


H, H, RE rn, 
ande ver oc Du ag var See Sl m ne 3 3 saı 
d’ot, en multipliant par 2/'(2rn) et supposant generalement 


4 
“Ir 


2 H,=(-1",5 





on obtiendra la formule 
(2n—]1), A, en > (2n—1),A, -- .... 
m—1 


1 2 / m 1 
.... + (— ] 2. m—?2 . (2m vr u. ru + (— ] ) ® m—1 (2Zm—1).n3A,n-ı — 


en vertu de laquelle (comparde a (18.)) il faut @tre necessairement 
A,= DB, 
et ensuite 


B. 
3. =)", 5 


en designant par B, le rıeme nombre de Bernoulli. 
4) Ayant trouve les valeurs de tous les co@fficients 7, ıl nous reste 
A donner une relation entre eux, dont nous aurons besoin tout & lheure et 


qui se trouvera facilement ä laide de (30.). En effet cette formule donne im- 
mediatement 


33. SA ya)d=2h"y(z)dz, 


d’oü, en fesant les integrations, on aura, apres avoir divise par A’"*: 











2 4 
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1... 4 
1 AM H, Han_2 
I. mA Im tı mit. +133 
1 1 H, 1 H; N HD, 


.- 





T.. m m mate. +i23'9 
et ensuite en vertu des relations (24.', attention faite A (28a.): 
Fe 1 H, 1 H, ' 


34 1... 2m+1 " 22" ” 1... 2m ' 22,-1 Ki 1....2m—1 ' 27” z — H 
>34, IE... I. | Ehi.a 1 | =-—NH. 
r tl an (2m—1) " Drm—A +...+ 1 23 ‘22 } 


5) Nous nous occuperont maintenant de quelques proprietes remar- 
quables de la fonction y(z), et nous demontrerons en premier lieu: 
Quelle ne change pas de sıgne entre z=V et z=h, et quelle 
est positive dans cette elendue, si m est un nombre paır, et nega- 
twe si m est um nombre impaır. 


Pour cela nous observerons, quen vertu de la valeur d ,=—! 


[expression 


z+ Hıh 
est negative entre z=0 et z=;h. En multipliant par A”'dh et integrant 


entre h=heth=%»%, nous aurons 


u 3 H,h? 
— en a ee 
Cela etant aan entre les m@mes limites 2 z, il faut necessairement que 


"expression 
23 rw H, h 
3 2 





par consequent 


ıhzxz H,l 2? IH, hz 
vA (z+ )k=—(F3; +1 + NH,h?) 


le soit aussi; douü, en multipliant par — z, nous aurons [expression 
u eh ehr, 
qui est posilwe enire 2= 0 et z=;h. Multiplions (35.) par h®dh et in- 
teerons entre h=het h= &, nous aurons 
| sh H,h"'i2° H.h°z 
12.35+r 124 +77 ° 
Cela, et par consequent aussi 
‚ 2° H,hz? H,h?z 
i235 trraır T 
doit ätre positif entre z=0 et z=;h, et egalement encore 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft I N) 
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Mn, # H,hz’ _ H,h’z “ Hi HR 


Ih, 2  _ Hıhz Hhh'z , __,=*_ |, Hık ' 
\. 5 tm 4ır Tı=S- (Grtintisg + HM), 
d’on, en multipliant par — z, ıl suit que 


8 _ Hit HR, 
ee TIER 


doit &tre negatif depuss z=0 jusqua z=3h. En multipliant cette ex- 
assi h"*dh et integrant entre h=het h=», linte ltiplie 
pressıon par Ar dh et ıntegrant entre R=hetin=&, ıntegrale, mu hp 1ee 


par Ah’, donne 
©, Mit | MR _ Hihz 
5.0 et aan Ta 
et cela doit ätre negatif entre les me@mes limites de z; ce qui aura lieu en- 


core pour 





ah, 85 H, hz‘ H,h?z° H,h*z 
/ G 1.16 t 123; + ZI => 
2° H,hz° H,h?z* H,h'z? ’ 
- Tatrst15 + ıas + Beh. 
et par consequent, en multipliant par — z, l’expression 
s H,hz° H,h? 2° H, in 2° 
I. t1ı.0+ 15 + ıa5 + Ph: 


doit ätre positive entre z=V et z—=};h. Par cette formule et par un pro- 
cede tout analogue on trouvera aisement que 

z Pr H,hz? “i H,h’z’ H,h*z° H;h°z° 

EB 1.8 Br 1 ....d 1.8 


est negatif entre les m@mes limites de z. Cela etant, pour faire voir ce qui 


+ A,h°z 


a lieu en general, ıl suffira de demontrer que, si l'expression 


ui gam—3 H, z2m—4 H,h?z „?m—5 H, ht g?m— 
3. 10m) + 1..e@m-D * 1..2&m>5) + 1... @m-7) 


Ham B. 62 P 2 
> 22 T . H,.. h 2m—4 , 





| 


est toujours positive ou toujours negative entre z=0 et z=;h, celle 


ai FR Hı ham? u M, we 
1... (2m—1) .„.(2m—2) .. 2M— 3 ... 2m) 


Hom- ‚Kmiz‘ 3 


2m-2 „ 
1. 2. Z + a 





+, 





38. 


sera toujours negatıse au toujours positive entre les m&mes limites de z. 


. 
4. Malmsten, sur la formule hu, = Au, Au‘ pr —— Aut, Fan Au’,-retc. 67 


En effet, multiplions (37.) par A”°"dh, et integrons entre h=h et 


h=»; ıl faut que lintegrale 


g2mn—3 I Zrn-tl H, gm 4 h- Zm-+-2 Han . 2? Je Hom_4 ® h — 3 


3 ai rim mat. +7 235 00T 93 





et par consequent expression 


zen—3 1 H, 2?” h H,37" 5 I? 





I... 2m 3 m 9a mt 


Hon_63° Ahar6 SE 


+ Er TE Fe 
soit positwe ou negative entre z=V et z=}h. Multipliant la derniere ex- 
pression par dz et integrant entre 2=3 et z2=;h, l'ıntegrale 
\ 22n—2 Hk" H,h? 2?" H,h*zm-$ 


11....2m—1 + mat Tm3 1....2m—5 ” 


H,,,_ , hm122 


dm H?" | 
1.235 + Han! 





doit aussi etre toujours positive ou toujours negative entre les mämes limites 
de z; d’ou, en multipliant par — z, il suit que l’expression (38.), qui n’est 
autre chose que la derivee Y’(z) de Y(z), est toujours negalıwe ou toujours 
posilivre entre z=0 et z=35h. 
Par ce qui precede ıl est sür que 
p’(z), fonction entiere du (2m—1)ieme degre, est positif dans 
l"etendue indiquee, si m est un nombre pair, et negatıf si m est 
un nombre impaır. 
De la ıl suit immediatement que lexpression 
Sg) = pl), 
qui ne change pas de sıgne entre z=V et z=;h, est positive 
dans cette etendue, si m est un nombre pair, el negative sim 
est un nombre impaır. 
Cela etant, il suffira de se rappeler de la relation trouyee ci-dessus: 


39. gl)=yl(h—z), 


pour avoir demontre ce dont il s’agissait, savoir que la fonction 
p(z), qui ne change pas de sıgne entre 2=V et z=zh, est po- 
sitive dans ceite dtendue si m est un nombre pair, et negative 


si m est un nombre impaır. 
9% 











B.h? 
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4 
Aut, — Te Au!” + etc. 


6) En differentiant (39.) par rapport de z, on aura 
BEI a d e. 
p(e)=— y(h—-z), 
ce qui exige necessairement que 
p’(z) soit zero pour z=ıh. 


Donc la fonction (2) qui, en vertu de ce qui precede, conserve toujours le 


meme signe entre s=0 et z=yh, sevanouit pour z=}h; elle passe dans 
ce point du positif au negatıl (m etant impair), et conserve ensnite le 
möme signe depuis s=!h jusqua z=h. 11 suit de lä que la fonction pri- 
mitive p(z) va toujours en augmentant (si zn est pair) depuis z=0 jusquä | 


z—=4h, et decroit olı augmente apres, continuellement jusquä 3=h: dest 


A dire que 
p(z) aentre z=V et z=h un seul maximum pour »=;h, 
sim est pair, et un seul minimum pour la meme valeur de z, 
si m est ımpaır. 
7) Nous reprenons maintenant la formule (22.) qui peut ätre presen- 
tee sous la forme 


B,A? B, h* ö 
40. hu‘ = Au, — !hAu, + a .Au!. — > 1 Au” + .... 


(-D”Bn-ıhm2 
a ee I 2m—?2) 
l...(2m—2) Au, +, 





41. KR=— Skat) p(z)da. 
Or p(z) conserve le möme signe entre les limites de lintegrale; donc on a 

R= — ut ("op(z) dk, En | 
cest A dire, en vertu de (33a. et 34.): 


is; 2m+1 „‚(2m+l __ (-1)"t!.B„.A Ba 
I pe N, hı Urrh — 


1.2..2m 


j er, 


Donc 
Theoreme J. Soit u, une fonction quelcongue de x qui, 
ainsi que ses Zm-+1 premieres derivdes, est continue entre x et 
x+h: /a ealeur de R (40.) sera 


(—1 ym+1 B.. ae 


h= — 1....2m 


multiplie par une caleur intermediaire de la (2m +1)" derioee, 
et on aura 





4 
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4. Malmsten, sur la formule hu‘,— Au, u a Alkie 14 


7 BR, _ 
43. hu,.=Au, — 9Au+T ar Au’ + .... 


4 OD" Beil om 4 CDU BETH yanın 
Laczus .„(2m—2) ’ l....2m 2+0Oh 
Ce theor&me est absolument general et suppose senlement la continuite de la 
fonction u, et celle des ses derivees nomme&es. 
8) En fesant dans (40.) z=.a, et ensute = x, on aura par 


soustraction: 


h B h? } 
44. h (u. — U) Alte, — Aue, — 5 Au‘, Aus | + + io Au”, Au, 


Bar DB. _ hr? (Im— 2rn—?2) ”, \ 2m am } 
++ T7..0@m-2) Au; ” — Aus, | — Su pe) de arts _ Una‘ 


De la, puisque y(z) conserve le möme signe entre les limites de lintegrale, 


on obtient comme ci-dessus: 


h? 


z h\ h?\ ) 
45. hu, — us,)= Aus, — Au, — 5 ‚Auf, — Au’.tt he: 9 Au, — — Au”, | — 
ER nDB Zm-2 __Tınr+l anti \ 
C 1)”B RT m Aug» — Aum-2| 6‘ im 1)" u: \y@ m+) | mt) ( 
1...2m—2) | 1.... 2m u, z,t+9hl’ 


ol © est une quantite positive et < 1. Supposons icı 


6. Utz — Unts = 3, f(a+2 
don 
Az, — Aa, = JS," Ja) de, 
et en general 
() fd _ fen, 
Au, Au, le) I) 


nous aurons la formule 


En fa)de = S2fa)da — ZN) SCH) 


u Bn-ı h?r— 2 n u „eo! neun. 2rn+1 3 
ur . |... ‚(2m—2) a "(a u (a n)\+ 1... 2m zart Pi 2 (c+Oh), 


qui n’exige pas necessairement que x, — x, soit un multiple exact de A. 


ll - 


Dans le cas #3 — a, = nh, en designant par M 


m 
(2m) 


la plus grande va- 
leur numerique de Sa) depus = a, jusquä @&= a,, nous aurons, ab- 


straction faite du signe, 





35 fm (x+9h) < = .M,. 


et partant 
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"Au ‚tete. 


a 





Po A\ B - 
48. un Ka)da—, | oe > 
—ı)” | 2m-3) an-3) Irra 
Ll.. „(2m—2 / (a )— y (X) 1 cra a. x) M, M, m * 
Gette formule offre une autre expression des limites du reste que celle de 
M. Poisson [Voyez la formule (4.)]. 


9) Nous supposerons maintenant dans (40.) que uf3t” ne change pas 








de signe entre z=V et z=h. Alors nous aurons 

A ® } 2rn) 

R= — g(9h) Au”. 
Comme $(z) conserve le m@me signe depuis z=0 jusquäa s=h, de sorte 
que sa plus grande valeur numerique est g(3h), et sa moindre valeur zero, 
nous aurons 


R= — Oy(3h). Au”, 


on d— 91. Quant a Yzhı), on en obtiendra facilement la valeur A l’aide 
de (21. S.1.), savoir la valeur 


2”—1 B,hm 
9. YPGh)= N". nr - [m 


dot enfın 


Zrrıı Im 
50. RN. Auen. 
Nous aurons donc le theoreme suivant: 

Theoreme II. Soıt u, une fonction quelconque de x, con- 
linue, aınsi que ses Zm-+-1 premieres derwees, depuis x Jusqwä 
x+h; sort de plus la (2m +1)" deriece toujours du mermne 
sıgne entre ces lımites: la valeur de R (40.) sera 


4 w 1 B,. h" ” 
R= (-Drt.0. 5 Ton Au; 


cest a dire nous aurons: 


" B,h? - h* 
ll. Aus = Au — > Das + Ts Au. — —Au +. 
1 7” De (2rn—2) zur 1 Dh» (2m) 
mn+1 . 
su... + ww R. Im 2) . Ux + — 1) ,o. Dani * } ‚2m ' Auz 


Pareillement, en supposant dans (44.) que 


(2m+1) BR u@”tD 


Ur +z Ir +2 


conserve toujours le m@me signe depuis z= 0 jusqua z=h, on en tıre fa- 


cılement [expression 











2 
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a 


h 
52. hlur,— ur) Aue, — Aus, 5 Aut, — Au’, ‘+ + Au’, — Au”, | — 


en Pn-ı eo Au" (2m) ! 1: B,„ hei > Pi, 
a gi), _Nrth 9 I Da em) 
#4.% u (2m—2) | T To ) +( 1) . ® Dm— 2 az Ar r, - Au,’ 
d’ou, en fesant 
u Un = Zi fleta), 
on obtient 


33 SE SE SEA IE) Sa) 


+7 h? | 


rear) - Fa - SR) Se) + 


(— 1)” B,„_, h?"? -. 2m 2m-— 
1... (2m— 2) s (a —J“ ’a)\ 


| B,„h?” OR i 
+ (—1) DM O. Ym-ı —1 "1...2m em > (z,) — Ed (zo) . 


Cette formule suppose que I,' f(x +2) conserve son signe depuis 





—=0( jusqua z3=h. En la comparant avec la formule (6.), que donnent 
les methodes connues, on trouvera facılement: 
1) Que notre formule a des limites plus reserrees pceur son terme 
complementaire ; 
2) Quelle nexige pas necessairement que 2, — x, seit un multi- 
ple exact de Ah. Il faut seulement que dans ce cas le membre ä droite de 


(53.) ne donne qu’une valeur particuliere de AS,’ f(x); d’ou, pour en avoir 
la valeur generale, ıl faut la completer par 
54. w(a,) — w(x,), 
(x) etant une fonction periodique quelconque, telle que 
u(z+h) — w(ex) =V. 
La formule (6.), au contraire exige necessairement que 2, — x, soit un mul- 


tiple exact de A. 


3) La deduction de la formule (6.) suppose que f'”” (2) conserve le 
meme signe depus 2 =x, jusqua @ = x,: pour notre formule (53.) ıl 


suffit que 
” ST, fam) /„. 2 
55. fc + 2) 


ne change pas de signe depuis z= 0 jusquä 2=h. En effet, dans le cas 
ol 2 — x, est un multiple exact de Ah, il est evident que cela a toujours 
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1.2 ° 1....4 
lieu, sı (a) conserve le m&me signe depuis = a, Jusquä x = a,; mais 
il peut aussi avoir hieu sans cela. 


10. En ajoutant a (91.) lexpression 


B,h”” 


(Im B„h? a n)) 
= Aue” 


1... ey’ 
on aura 


u 7 = = 
»Dd. hu‘; = Altz — e ha, + — - Et 5 
‚Rh? m “u as I B, h? m 
Bu fo u nn Aue, 


et pareillement on tirera de (53.): 


en r m er a/ N} i 
57. h2,')(x) = JS, JS a)de — San) — I(&)\ 
„Bık | 2 41 = h* 1 I 
Era Fa — wr, [Cult Au) En 


(1 m (rl AL KT 


r PR ) 
= (2m—1) i ?(2m-—1) “ 
l....2m I eg“ (20)} 
2” —1 B,„h?" 
m 1) ” | Im \ F(@am-1)/. Im-1)/ 
(3) u ‚I. Y2m—ı — Iemas wi Ga) (X) ‘ 
Cette formule fait voir, que sı dans le calcul de 
x7] 2 ü 
—.. JS) 
on sarrete A un certain terme du developpement, la valeur du reste sera 
moindre que celle du dernier terme; ce qui est precisement la proposition 
de M. Poisson. 
11. En mettant dans (43.) m +1 ä la place de m, et en comparant 


le resultat avec (56.), on aura 


"7ei B „+4 Hr? (2m+3) _—. __ IQ 2" —] \ Bu h?” amt) ] 
ee PR "77 Bü id I gu 1...2m Jo U 
parceque 
7 Dm 
Au u u dr. 
Donc, sı les derivees 
59. ut» et Trug 


ne changent pas de signe depuis z= 0 jusqua = h et quelles ont toutes 
les deux /e meme signe, ıl faut que 


er 
GV. 0). Dam-ı ri 1 


solt negatıf et ne surpasse pas numeriquement 1. On pourra donc supposer: 
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| 
I. 1l=—9 


9, etant un nombre entre O et 1. Sı au contraire les expressions (59.) ne 
changent pas de signe depuis z= U jusqua z=h, ei quelles ont des signes 


contraires, ıl faut que (60.) soit une quantite positive, qui ne surpasse pas 
am 1 1 \ 
53-7”. Donc on pourra poser 


2% eo ge 
9. Dani 1=9,. am > 


7, etant un nombre entre OÖ et 1. Cela etant, ıl resulte de la formule 
(56.) le theoreme suivant: 

Theoreme II]. Soit u,,, une fonction quelconque de x 
quw, ans! que ses Zm-+-3 premieres deriedes, est continue depuis 
z=0 jusgua z=h; supposons de plus que la (2m-+1)"e et la 
(2m +3)” deriwce ne changent pas de sıgne entre ces limites 
Gela pose, si les deriedes 

(2m+1) et amt) 


Urt: c+: 


ont des signes contraıres, nous aurons 


i B, 
61. hu; Be Au, ae 2 ni 2 + L, 2 a En 
(rt DB, a 2m m 22”! b m Ber 2m) 
+ m AH -NM,O,. gar mA”, 


et sı elles ont les mÄemes Te nous aurons 


B,h? 
62. Au. = Au — 5 I +19 Au”, 


= - u B. we er a BD, h? _ m 
Pr (2m—2) mtl £ = em 
- .. (2m—2) ‚Au‘ +(—1)"".0,7 5 Au 
7, et ©, etant des nombres entre O et 1. 


Mettons dans (47.) m-+1 ä& la place de m, comparons a (57.) le 


resultat, rappelons nous que 
Pe; (x) — f(x) = fi zn f°” (cz) da. 
et supposons le cas ot 
‚T (2m) ] zm+2) /f y - 
63.2," er2) et SE FR (a+2) 


ne changent pas de signe depuis z=0 jusquä z=h, ces ewpressions (63. 
eiant du meme sıgne, nous obtiendrons facilement les formules suivantes: 
Crelle’s Joumal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 1. 10 











B 4 


f h ) 3,h ‚ 
sur la formule hu‘, = Au, — 5 Au’, + 15 . Aut, — 7 7Au „+ ete. 


h? 


. 


- - Wıalmcto 
1 4 1: Hatmsten 


ES) SE SE ie VO LEN 


BT FR 
TE, (— ro Yin: I ımn—1 ‚ 5) — | y@m-3 („,) — jr (x) 


.. 2) 
al B ‚han PAR u 
+ UI. Er TEILTE ER 
et sı les expressions (63.) ont des signes contraires: 
0» 2 A) = Sf; JA ce) da — 3 Ih fa + 1.2 Sy ()—f“ (x 
D,. h 
— 1)”: r” ft 2m- (x , — fe) (2) 
+ [- 2-1 fe, nl) /.. \ (2mnm—1) ! 
- (- L)" zZ zn # Pr „2m pa (A 1/ — f (2,)\. 
,a formule (64.) « precisement celle qui a etd proposce par M. Jacoör; 


la derniere (je ah ne peut £tre trouvde par les methodes usitdes. 


$. Mi. 


Nous ferons maintenant quelques applications du dernier des theo 


INDCSs proposes. 
Premiere Application. Developpement de Log F(«), 


= ET Ba en ac 
En multipliant par dx la formule connue 


d. Log I) ". ] Fr =. 
a BE El 
de = /, d z Ba e-: ’ 


en ıintegrant par rapport a x, a partir de x =], on obtiendra 


60. Log T(a )=. /, =. ((«—1) — ——) 
Supposons dans (62) R=1, on aura 
61. Ur = / =# (@—1) — I) = Log Ta), 
() O 
um f. da z - >) 
ei en general, r etant > 2: 
an 





(r) Zi f r 
u?) (—]1 - 
x \ 0 1l—e z 


Cette sup position satisfera evidemment les conditions du theoreme 11. 


A cause de 





e / ’ h B h? ), 14 
1, Malmsten, sur la formule u,=Au—75 Au, +75 Aut T—, Au’ +etc. 75 
nn “ 
Auz = Jo Uxyrydy, 
ın aura pour le cas en question: 


Attz uf, Log > (c+y)dy 


et en fesant < + y=Yyıt !: 


au =S 1.og (yıt 1) dy, + fi? log Pt ri e I)dy, — ls L. 4 y ‘+ | x i 
=, Log (yırl)dy, + /ı?| Log T(Yıt 1) — Los / Yidı 


cest a dire: 
Aus = Sf, Log Teyıtdyı + fi” Log yıdyı: 
'‘otı enfin, en vertu de la formule donnee par M. fraabe, savoir par la formule 


Ss Log I(y,+D)dyı =}3Log2r — 1, 
On aura 
Auz = 5Log 27 + x Log x — a 
partant | 
Au’ = Log x, 
et en general, r etant >|]T, 
| f(r—D 


Auf’ — (— 1) ® al n 


d ‚ \ 
Pour ces valeurs de wz, Attz, Aw‘. etc., le theoreme Il. donn: 


8:3 Bl 52 


Log (x) — ‚Log 2r+(2 —;}) Log v—aı+ 9.734. 52 r 3.6 »# 
(—1)” Ei. l (—1)”t! AM 
 _—— 0 En -, 
" (2 m—3)(2m—2) x" (2m—1)2m 


ou, en y ajoutant Log w: 
B, 1 B, 1 B. 3 

nu rn a is u nie ——{r 5 |. a Ds 

6 ), log J (a+1l)=; 08 2r+ (x ‚)Log «A a En 12° ae 34 "23 17 m 6 . 





N IV 
(—1)” Dn-ı H (-D”tB,. () 
..t (2m—3) (2m—2) ° a3 (Zm—1)2m  a®-! 


() etant un nombre entre O et 1. Cette formule a generalement lieu, qu: 
que soit la valeur positive de x. Ce n’est pas ainsi pour les resultats, «ne 
methodes ordinaires donnent pour le developpement de Log (x -+1) 


point de depart est ordinairemen! la formule 


Log [\xc-+# i) = Log il + Log 2-+...+ Log x. 
qui nest rigoureusement le developpement de Log (x + 1) que pou 
des valeurs entieres de ©. Quant aux analyses, qui ne sont pas sujette 


N all 


a cetie restrichon (p- e. celle de M. Cauchy et celle de M. Liouerfle ), 
10 * 


Ä “ 











ak B,h‘ 


h 
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n’ont lieu que pour ce developpement en particulier, et n’ont point de rela- 
tion avec Ja formule sommaltoire generale. 
En posant, pou “ abreger: 


B, 1 B; 1 Ps ] 
CE 5 De WR nd ae A 





(—J yr nt 1 + (4 mtl En () 
(2m—3) (2m—2) #2 (2m—1).2m ' am-ı’ 


on tirera de (68.), pour une valeur quelconque de & > 1, [expression 
Ic<+M =] (2rx).2 ©, e7,eNe); 


et elle donnera successivement les relations suivantes 


I(x-+ 1) _ } (Er2).2, Er 





B, 1 
(c+1) < VYAarx).ar.ew.el-2"®, 

DE B, 1 
(c-+1) > Y(2rx).a z.e2.el.2’z,e 34'.° 

DB Bı1ı Bı 


(cx+-1) < V(2rx).2 ver ea, 3.409, 05.6 
elc. 
Ges memes relations ont did dejä trouvdes par M. Jiaabe pour des valeurs 
entieres quelconques de x. Ce Geomietre finit son memoire (Journ. de 
MI. Grelle tom. XXV. pag. 159. par les mots: „Sans doute elles subsistent 
„encore pour des valeurs fraclionnaires et möme incommensurables; mais je 
nai pu reussir jusgu a present ä demontrer cela rigoureusement." 


Deuxieme Application. Supposons dans (62) h=]1 et 
/I pP] 


2. [ (a+x) 
69. u. = — Loe . ’ 
> ij (b+2).4 (az+: v—b)\ 
ou a > b; nous aurons facilemeni, en vertu de (66.): 
7 . e 
U, = — Gil + — (era — es — e-(a- b, 1, 


} ® 2 
ei oeneralement, sı Tr > 2: 


.. 


ee re 

Celte expression satıslera evidemment les conditions du theoreme II, dou 
lon conelut quen sarretant dans le developpement de (69.) a un certain 
terme, la valeur du reste ne sera pas moindre que celle du terme suivant. Ce 


developpement sobtiendra sans difficulte a l’aide de la formule (68.) et on 


aura: 





je = 
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T. 


_JItr-+l)) |) 
> I (O+2x+-1). I (ara +1—b)\ 
— (b+x-+!) Lg(b+x) — (a+x—b+;) Lgla+x —b) —x 
B, 1b” Bun-ı 2m-2 /» pr 9. Din irn—1 ' 
+ 3N0) + Oma) (2m) TI FAmı). am 177) 


ii, pour abreger, on a pose: 





Log —= — 31Log 27 + (a+x+3)Log(a +2) 


] 1 l 
1) = rs) Gm) Gm 
Supposons 2=0; en eerivant g, au lieu de 9,(0) et fesons 
B, B; (-1)” Bu.-ı (-D)”.9B, 





N)=FT3 nn te Fam) Am) ' Im Fam h)2m Pr 
nous aurons 


\ /(a+1) Je an 1 vr» r 1 2 pe 
Log |76+D.Ta-,5| >= — bog Zr + (ar,)Log a (b+3) Log 


— a—b - ,„)Log (a—b) + N), 


ei partant 





a IXa+l) a” .e 
nd. T(d+1)./(a—b+1) . ) (- (a—l) ' bP (a—b)‘ 
Comme a et b sont des nombres entiers, cette formule donne la valeur du 
cocfficient du (d4-+1)me terme du developpement de (m-+n)\. 
Sı a=?2r et 5=r, on obtiendra la valeur du co@fhicient du terme 


moyen du developpement de (m+n)”". En designant ce co@lhicient par F, 








on aura 
F = PER ji ‚eP\ r) 
V(ar) * 
ou 
21 2, 1 2°—] B; 1 
ME BE ARE 
22m-2_] Ba 3 
+". 273" (2m—3)(2m—1) ' 72-3 
ee | B. @) 


r a, Dem" (2m—1) .2m " pam—1° 
Designons par 7 le plus grand terme du developpement de 
(m + n)"t”, 
on sait que ce terme est le (m+1)me, est a dire que 
y) rn 


"= Am" „n’”. 


Mais le co@fficient A s’obtiendra par (70.) en fesanta=rm-+ rn et b=rn; 


donc, toutes les reduclions faites, on aura: 














"x i h B, 4 3,h 
/8 4. Maimsien, sur la formule u=Au— Z Au, ——, Aut. 1 - „tete. 
gs M-+-N 
7 — un. ‚„Q „\rm+rn 
A. I: (=) .e* (mn) £ 
en posant, pour abreger: 
B, Bb (-brb .B 
I92 m-—] j) B 
() — | — —gf P Pn —— u m +1 Ge nn BR 
\ 1.2 ! 54,7 - (2m—3) (2m—2) zm-3 + \ I) ' (2m—1),2m “no 


ei generalemen! 


l 1 l) 
A — | 
r" !(m+n)* m* nk\ 
I,a formule (71.) donnera immediatement 
y =) Be mn A 
zu re €, 
(m+n)'""' 2rmn.: | 


ce qui est 


(m-Fn)" 


\rr i.rn \ 
de imn-tn) a 


obtenu la formule (70. 


U = Lo ) 


® | 
| expression du rapport 


du plus an terme 


Avec Ja 


T du developpement 


meme facılıte, comme nous avons 


ayant pris pour point de depart la formule 


\SCb+%).J (a+2—b)] 
oJ (c+x)./ (a+2—c)\' 


nous aurıons aussı trouve 
b+1)./(a—b-+1) | b(a—b)\ 5’.(a—b)“® N) 
— — _— - . e L 
[Xc+1)./(a—c+I1) c (a—c) c’ (a—c 
posan! 
\ \ D, B, ” (—1)” Ba-ı an ı (— 2 Bei 7), Ba 
Fi U irn 3.4/ (2m—3) (2m—2) P’2m-3 (2m—1).2m Prm-ı 
et oeneralemen! 
I ! l - 
Fk ph (a—b)* ck (ac)! 
Sı a,l ont des nombres entiers, la formule (72.) donnera lexpression du 
rapport entre le (e-H1)me et (4+-1)me terme du developpement de 
(m-+n) savolr 
| b(a—b) b’(a—b)°® n.b N(p 
— }, u 6 wm AR 
cla—c)/ " @ (a—c)"— " m! 
les expressions, que nous venons de trouver, sont dune grande im 


I 
portance pouı le calcul des 


Mais cet ıllustre 


probabilites, 


ınalyste n’a pas remarque que les series dont il s’agit, 


et ont elte proposce par Laplace. 


sont 


. . 9 f) .. , \ BB.- l . D 
di er£entes, et que leur emploi nest pas lecitime, a moıns que ies lıimites des 
a | | - 


termes complementaires ne solent pas determinees, 


effectue a 


jours elre 


laıde de nos 


Cest ce qui peut tou- 


formules. 





3, 


‚ h Bl 
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Trorsiene Application. En posant suivant M. Legendre: 


d. Lo I (x) Ben ee: e—.: _ 
dx =/o ds(- — {a 0; ) — 2a ), 





et fesant dans (62) h=]1 et 


.. 
r ä 4 dz h 
3. = Zins) Zi) Erler — inte) 
/ 0 m 
nous aurons gencralement: 
© 0 —1de 
u® PRO: x -- e-(Int 1-2): nn (— L) „eat ), 

[F 0 i—e B 

dot lon voit que les conditions du theoröme IH. sont satısfaite: De pl 


la formule (73.) donne 


N—L 
ui Bu RE BEER ’ 3 
Aur == fe uU c+yd) — Log Nn+x’ 


et generalement 
Au” = (—1) IT (r).d,, 
fesant, pour abreger: 


1 ! 


4 6a a 


Par ces valeurs de ur, Auz, Aw’, etc. et a laide de la formule connue 
m / Ä ‘ 
5 Zil+a)=— + 2%) 


on tirera immediatement de (62.): 


a x b b 
mu / /) ati: Bi, N Sn; =. 
76. Zn ®) Z(n+2) = Log . n+2 mn’? 73977 2 
> 
ER . 


D,, 
.+ (— 1)” Im Dom-2 - (— | ade 3m'9- Öu.; 





b, etant determine par (74.). La formule (76.) subsiste pour toutes le 
valeurs positives ou negatives de x, numeriquement inferieures A n. 

Soit k un nombre entier positif ou negatif, dont la valeur nest pa: 
superieure a n; x etant tel que 


k>>D>k— i, 


on aura en vertu de (75.): 








B,h* . 
ee 7 Au’ ‚„+etec. 


“... 
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i—=k-I 1 
Z(n—xı)=% = + Z(k— x), 


— ii 


f i=h-I | i—=k-1 1 
Z(n+2)= S re trier 
ik Ho er-)+? 


1 i—=k-1 1} = 2x 





= — +S —— pr A1—(k— 
I WE j(k- yo—a’ + ZU-(k2)), 
d’otu, en soustrayant: 
f i H i=k- 1 dr 
Z'/(n— a) — Z(n+a) = Z/(k—a) — ZA—(k—-2))— — —S. 
on i—1l v—g° 


En substituant cette valeur dans (76.), et en se rappelant que k>x>k—1, 
ei de plus que 


Zk—a) — ZU—k—a)) = — w Cotang(k— z)r = w Cotang wr, 











| iur: 
ar n—I I zT en-i 2r 
17 ' Cotang wx = Log + —- ——; I — 
Oo N-+L ” NT DT 
B, B, (1 )m RB. Gais J mtl B. 








+ 5:6» 4 Fi b, +...+ 2m—2 nn + Im . Bd. 


ou 6, est donn€ par (74.). Cette formule a lieu pour toutes les valeurs 
(positives ou negatives) non entieres de x, et non pas superieures ä rn. Dans 
f cas ol 
x est un nombre entier <n, 
les deux membres de (77.) deviennent infinis; mais on demontrera facıle 
ment, que sı & converge vers un membre entier At; le rapport des deux 
membres convergera vers l'unite. Donc, generalement la formule (77.) sub- 
sistera pour toutes les valeurs positives et negatives dex < n. 
bite Ka ER Bi 4E Bi: 

De cette formule generaie, qui (je crois) na pas Eet€E proposde jus 

guıicı, on tirera, en fesant zn = &, la formule connue 
1 WE 


\ Y 
w Cotang we = — — IS 3. 
o il u 7 





Quatrieme Application. En fesant dans (62) h=1 et 


u I(2-y). P(c+y) a dz P” ” 
Vo Log (- TG I)= JE - — (e® + ev: — 2) 





(e>y) 





| Di ac N Be | 
4. Malmsten, sur la formule hu‘,= Au,— = Au‘, + 5 .Au — Au + S] 


les conditions du theoreme III. sont satisfaites. Il suit delä que si dans le 
developpement on sarrete a un certain terme, la valeur du reste sera inferieure 
a celle du terme suivant. Donc, en fesant © = un nombre entier nr, on ti- 
rera de (68.): 

18. Log a )= = (n—3)Log(l — E) u 2 Log - Be +L, 
en posant pour abreger: 

B, BD; (—1)” Du.-ı PR: Iy"t! DB, 
L= 734 = 349 tt am3) Om) len-ı + om). 2m' 9 Can-ı, 


et generalement 


d. = (n+y)' + (n—y)" nr’ 
La formule (78.) subsiste pour toutes les valeurs positives ou negatives de w, 
ınferieures A n. 
Soit k un nombre entier positif ou negatıf, dont la valeur numerique 
nest pas superieure ä n, et soit % tel que 
k>y>k—l, 
on aura en vertu d’une propriet€ connue de la fonction T': 


i—=n-1l 
Log P(n—y)=Log !(k—-y)+3S Log(—y)’, 


Log I(n—y) = Log T(l—(k—y)) + }og y? 


i=n-l i=n-1l 
+38 Logüi+y)’+3S Log(i”—y?)’ 
ik il 


et partant 


Log T(n—y).T(n+y) = Log I (k—y).Log T(1—(k—y)) + }Log y? 
i—=n-1l 
+35 Log(?—y?). 


ı= 


En substituant cette valeur dans (78.) et en se rappelant que 
st 


T(k—y) IA (ky)) = may’ 


on obtiendra 
q i=n-1 
= 2Log n — 3 Log y’ — Em Log (1? — y?)’ 


ı 


st 


1 — oo — 
‚Log Sin?(k—y)ı 


.+(n—35) Log (l — —ylgit + 
dou 
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> 4. Malmsten, sur la formule hu,=Au,— 5 Au’, 5. Aut — 1 Au x+ete. 
5 ? 2 ER ut 
1.0 PR | 2 „2 4 ‚2 ? 23% 2 Me. . Mt EI | e L 3 (: Y Yy 
Semy=rny (1— y’)’. (1 1) a m) ann a); 
n® 


et enfın 


2 y? y . me 
Snzy=ny(l—y’)(— 7)... (1- 1%) a" are 
n* 


formule qui a Jieu pour toutes les valeurs positives ou negatives de y, ın 
ferıeures a n. 
De cette formule remarquable, qui (je crois) na pas et@ encore pro- 


DOSC, on tirera immediatement, en fesant n=%, la formule connue 


u y? y2 ‚2 
Sory=ry(l—y’)(l — Da=zıd — Te) Es 


Upsala le 20 Avril 1846. 
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4 
). 
Bemerkungen zu einer gewissen Methode, die 


Gleichung eines durch vier Puncte gehenden 
Kegelschnitts auszudrücken. 


‘Von dem Herrn Dr. Arndt in Stralsund.) 


Sind 


l. y-as—b=d, y—-a1c—bh=V, y—-yı—bı=0, ya —b,=0V 
die Gleichungen der auf einander folgenden Seiten eines Vierecks, die sich 
auch durchkreuzen können, so wird die Gleichung eines durch die vier Spitzen 
desselben gelegten Kegelschnitts durch 
2, (y-asx—b) (yv—-1,0—b,) + Ky—ax—b,) (y—ax—b;,) = 0 

ausgedrückt, wo % eine willkürliche Constante ist. Diese Methode, die Glei- 
chung eines um ein Viereck beschriebenen Kegelschnitts darzustellen, verein- 
facht bekanntlich die Beweise einiger, auf andere Art nur umständlicher zu 
erlangender Theoreme über Linien zweiten Grades. Es ist jedoch nach mei- 
ner Meinung die Möglichkeit jener Darstellung nicht vollständig nachgewiesen. 
Es pflegt wie folgt geschlossen zu werden (Vgl. Magnus Sammlung von Auf- 
gaben aus der analyt, Geometrie. Thl. 1. $S. 147 — 48. Berlin 1833.): „Dass die 
Gleichung (2.) eine Linie zweiten Grades ausdrückt, in welcher die vier Durch- 
schnittspuncte der durch die Gleichung (1.) characterisirten Geraden sich be 
finden, erhellet leicht. Nimmt man nun in dem gegebenen Kegelschnitt noch 
einen fünften Punct an, so kann % so bestimmt werden, dass die Coordinaten 
dieses Puncts der Gleichung (2.) genügen, weil, wenn man jene in diese für 
x» und y setzt, die resultirende Gleichung in Beziehung auf A vom ersten 
Grade ist und also für A einen reellen Werth giebt. Ist A bestimmt, so drückt 
die Gleichung (2.) den gegebenen Kegelschnitt wirklich aus, indem durch fünf 
Puncte nur eine Linie zweiten Grades gelegt werden kann. 

Für die Ellipse und ungleichseitige Hyperbel, welche durch nicht we- 


nıger als fünf Puncte bestimmt werden, gelten die Schlüsse vollkommen: nicht 
11° 
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für die Parabel und die gleichseitige Hyperbel, welche schon durch ever, und 
für die Kreislinie, welche schon durch dre’ Puncte bestimmt wird. 
Bezeichnet man die Gleichung (2.), in entwickelter Form, durch 
Ay’ +2DBay + Ca" +2Dy+2Ex + F=0, für welche dann 
A=I-+N, 
— 2b =a+a,+hla, + a,), 
C= aa, + ha,a;, 
—2D=b +b,+ Ab, + ,), 
2E= ab, + ab + Ya, b, + a,b,), 
| F= bb, + \b,b; 


l 





ist, so muss für die Parabel 3? — AC=0, für die gleichseitige Hyperbel 
A—2Bcospg+€C=0, und für den Kreis C=AundB=A cos p sein, 
indem g den Coordinatenwinkel bezeichnet. 

Die Gleichung DB, — AC=0 wird nach (3.) in Beziehung auf A vom 
zweiten Grade sein und kann unter Umständen zwei imaginäre Wurzeln ha- 
ben. Dann ist nachzuweisen, dass dieser Fall nur eintritt, wenn durch die vier 


Puncte überhaupt keine Parabel gelegt werden kann. Die Gleichung A-2Bcosp 





+C=0 wird in Beziehung auf A zwar vom ersten Grade sein, allein es 


könnte X unendlich werden. Soll endlich durch die vier Puncte ein Kreis ge- 





hen, so muss % den beiden Gleichungen C= A und B=Acosp genügen, und 
man gelangt zu einer Relation zwischen den Grössen a, a,, etc., b, b,, etc, von 
welchen nachzuweisen ist, dass sie die Bedingungsgleichung für den Umstand 
ausdrückt, dass die vier Puncte in einer Kreislinie liegen. 

Bei der speciellen Erörterung dieser Umstände wird sich zugleich die 
Bestimmung der Lage der vier Puncte ergeben, damit ein bestimmter Kegel- 
schnitt durch sie hindurchgehen könne; so wie das merkwürdige Resultat, dass 
um ein Parallelogramm keine, um ein Trapez eine und um jedes andere 
Viereck zwer Parabeln gelegt werden können; worauf meines Wissens noch 


nıcht hingewiesen worden ist. 


2. 


Zuvörderst ist die gegenseitige Lage der vier Puncte, wenn ein be- 
stimmter Kegelschnitt durch sie hindurchgehen soll, festzustellen. 
Man nehme zwei Gegenseiten des gegebenen Vierecks (zu welchen 


auch die Diagonalen gehören) als Coordinatenaxen an, und bezeichne die Ab- 


scissen der in der Axe der x liegenden Puncte durch «, a,, die Ordinaten 
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der in der Axe der y liegenden Puncte durch £, f,. "Substituirt man diese 
Coordinaten in die Gleichung Ay +2Bay+ Ca’+2Dy+2Ex+F=0, so 
erhält man folgende vier Gleichungen: 


C®+2Ea + F=VQ(, Cd + 2Eun + F=0, 
A®+2DP + F=Q0, A +2D3, + F=0, 
aus welchen sich 
F F F(e-+c},) F($+?1 
4. = aa,’ vn BA’ Li=— Bea, L D=-— 2, 


ergiebt. Der Kürze wegen wollen wir F=1 setzen. 

a) Bilden nun die vier Puncte ein concewes Viereck (welches keinen 
einspringenden Winkel hat; jedes andere Viereck soll concae genannt wer- 
den), so überzeugt man sich durch eine Figur leicht, dass aa, und 33, entge- 
gengesetzte Vorzeichen haben, das Product aa, 2, also negativ ist. In diesem 
Falle ist 5, — AC positiv für jedes beliebige DB, und folglich können um ein 
convexes Viereck nur Hyperbeln, und zwar unendlich viele gelegt werden; 
wegen der gänzlichen Unbestimmtheit von B. Eine dieser Hyperbeln wird 
gleichseitig sein; nämlich die, für welche 4—2Bcosyy+C=V0 oder 
a A+C 
BD 3059 
diese Relation nicht Statt, so ist die Hyperbel ungleichseitig: findet sie Statt, 
so sind alle durch die vier Puncte gelegten Hyperbeln gleichseitig. 


ist, Für g= MW it A+C=0, d.h. aa, + PP, =0. Findet 


b) Bilden die vier Puncte ein concaces Viereck, so haben «a, und £, 
dasselbe Vorzeichen; das Product aa,ßß, ist positiv und es kann B so be- 
stimmt werden, dass B?— AC entweder <P®, oder 0, oder =0O wird. 

1) Ist für B ein Werth angenommen, für welchen B’— AC-O ist, 
so wird die Curve eine Ellipse sein, wenn H’—G/>0 ist, w G=B’— AG, 


H=bBD—AE, I=D’—-AF(F=]). Man findet I stets positiv, nämlich 
B—Pı\2 ö 
Im (35). also ist (weil G<0) G/<0, H?— GI>0, und um ein conca- 


/ 





ves Viereck können also unendlich viele Ellipsen gelegt werden. 

2) Für einen Werth von B, der B’— AC>V macht, wird im Allge- 
meinen H?— GI nicht verschwinden; so dass also um ein concaves Viereck 
unendlich viele Hyperbeln gelegt werden können. 

3) Die Bedingungsgleichung für die Parabel BP’ — AC=0 giebt zwei 


u 2 1 “ ’ u 
reelle Werthe von Z, nämlich B== VB; jedoch entspricht nicht immer 
1 ı 


jedem derselben eine Parabel, da H=BD — AE verschwinden kann. Man 
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hält Z (== — .Brbı ) Ist die Fi | ' 
= u —— .- | o . 
erhält a F Van, ag,) Ist die Figur ein Parallelogramm, so wird 


‚Ar 
(wenn man die Diagonalen zu Axen genommen hat) a+a,=0, A+ß,—=0 und 
A=%0 sein: folglich kann um ein Parallelogramm keine Parabel beschrieben 
werden. Diesen Fall ausgenommen, kann A für das untere Vorzeichen nicht 
verschwinden, indem, wenn zwei Gegenseiten, welche Seiten der Figur selbsi 
sind, zu Axen genommen werden, die Grössen a,a, und 2, ß, als positiv betrach- 
tet werden dürfen. Endlich ist zu untersuchen, ob H für das obere Vorzei- 


+4, P+Pi 
ae Tre 
EIN Vec, PP 





chen verschwinden könne. Die Bedingungsgleichung ist 
(e+a)  (ö+rP)” 76 k raHEn | 

= ,, 0, Diese Gleichung lässt sich auf die Form (aß — «ßı) 

aa; 59, | 

x (aß, —uP)=0V bringen, also ist entweder aß = a,ß,, oder uf, = aß. 
Aber das erste findet nicht Statt, wenn die Coordinaten so unterschieden wer- 
den, dass «4>a, 9}? ist, und es bleibt nur aß, =a,ß, oder a: =ß:Pı. 
Diese Bedingung entspricht dem Paralleltrapez, und es hat sich also ergeben, 


dass um ein Paralleltrapez nur eine Parabel (für welche B nur den einen 
> | . -® ” [2 . 
Werth — | a hat), um ein Viereck dagegen, in welchem keine zwei 
{ 1 | N « Ä 
Seiten parallel sind, stets zwez Parabein beschrieben werden können. 


4) Für die gleichseitige Hyperbel muss A—2Bcosp+C=V (A+C=V 


für =") sein. Ist g nicht 90°, so kann man B so bestimmen, dass die 





erste Gleichung Statt findet: ist dagegen = 90", so ist aa, + PPı =0; und 
diese Relation kann nie Statt finden, weil «a, und 32, dasselbe Vorzeichen ha- 
ben, so dass also um ein concaves Viereck, in welchem zwei Gegenseiten auf 
einander senkrecht stehen, keine gleichseitige Hyperbel gelegt werden kann. 


5) Soll endlich eine Kreislinie durch die vier Puncte gehen, so muss 


\ 1 
C=A und B=A cos y, d.h. aa,= PP, und B= — cos p sein, und die 
f i 3 13 p 


ec 
Gleichung der Curve ıst 
y + 2uy cos p + a’ — (P+P)y— (a+ta)x + aa, =. 
Sind 2 und z die Coordinaten des Mittelpuncts, so ist bekanntlich Au + Bi 
+D=0 und Bu+Ct+E=0, d.h. 
u+rtcspg=!{(P+P)) 
I+ucosy=3(a+4,). 


Dies sind die Gleichungen derjenigen Geraden, welche auf den als Axen ange- 


nommenen Gegenseiten in ihren Mittelpuncten senkrecht stehen, und der Durch- 





9. „Arndt, Kegelschnitte durch vier bestimmte Puncte gehend. 57 


schnitt derselben giebt des Kreises Mittelpunct. Die Relation aa, = PP, (ein 
bekannter Satz) ist die Gleichung für die Bedingung, dass die vier Puncte in 
einer Kreislinie liegen; für das Parallelogramm kann sie nur dann erfüllt wer- 


den, wenn es rechtwinklig ist; wie leicht zu sehen. 


3. 


Wir wenden uns nun zu der Bedeutung der Gleichung (2.). Aus 
den Gleichungen (3.) erhält man nach einer leichten Rechnung: 
5. 4 P-AC)=Y(a,—a;)+ 2% |(a+a;) (a,+a;,) — 2aa,— 2a, a,|+(a—a,)? 
—=N(a,—a;)’+2)|(a—a;) (a, —a,)— 2 (a-a,) (a>—a;))+ (a—a,)”, 
welche Gleichung die Form 
5%. 4P—-AC)=gP+ 2r + 1 


hat, indem g=(a,—a,), h=(a—a,) (a,—a;) —2(a—a,) (a,—a;), i=(a—a,)? 
. ° 6 “ ° 1 D . 
ist, Das Vorzeichen der Function gE +2hh Hi= (g+h)—(h’— gi) ist 


+, für jeden beliebigen Werth von A, wenn A’—gr—0; und in diesem Falle 
drückt die Gleichung (2.) unendlich viele Hyperbeln und niemals eine Ellipse 
oder Parabel aus. Es findet sich 
6. MH—gi=AT, T=(a—a,) (a, — a,)(a,—a;) (a,— a) 
und 70, statt der Bedingung h’—gi<0. Verschwinden kann 7’ nicht, in- 
dem keiner der vier Factoren Null werden kann; nämlich deshalb, weil je 
zwei auf einander folgende Seiten des Vierecks verschiedene Richtungen haben. 
Ist 70, so verschwindet B?— AC für zwei Werthe von }, nämlich für 
Ba 2 (a—a,) (a,—43) — (a—Q;) (a—a,)&2yT 


Um = 


(a,—a;)? 





und diese beiden Werthe sind stets verschieden, weil 7’ nicht verschwinden 
kann. Dies Resultat hat aber keine Beziehung auf den Fall —a,—=0; denn 
dann redueirt sich die Function 93°+2h2i+17 auf 2h4+17 und man erhält für 
), nur den einen Werth: 

Ruhe i. aa)" _ 

7 4la-a,)(a—a,) 


Wenn g nicht Null ist, wird die Funci.on g4’+2h2 +1 negatıv für alle 


S. 


stetig auf einander folgenden Werthe von 2, die zwischen den beiden Werthen 
(7.) liegen, und positiv für die übrigen. It g=0, so wird 2hi+7 positiv 


Fo 
m — 


für 5 57, Je nachdem A positiv oder negativ ist. und resp. negativ für 


? 


2h 


VA 
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In dem Falle 7’>0O drückt also die Gleichung (2.) unendlich viele EI- 
lipsen, Hyperbeln, oder zwei Parabeln aus (zum Theil auch eine), je nachdem 


der Werth für 4 gewählt ıst. 


4. 
Lage der eier Puncte, wie sie dem Vorzeichen con T entspricht. 
Zunächst lässt sich zeigen, dass das Vorzeichen der Grösse 7’ von der 
Lage des Coordinatensystems unabhängig ist. Beziehen sich nämlich die Glei- 
chungen (1.) auf ein System, dessen Coordinatenwinkel y ist, und bezeichnet 
man die Winkel, welche die Axen des neuen Systems mit der Axe der & bil- 
den, durch = und », so ist bekanntlich 


x, sin (g—$&) + y, sin(g—n) x, sin&+y, sinn 
sın p d ze sinp 








> ER 


7 


und die Gleichung der ersten Seite des Vierecks in Bezug auf das neue Sy- 
stem, ist yy— ax, —b=0, indem 
asin(g—&) —sin$ 


—  siny—asin(g—n)" 


Ist yy — a0, — bh = 0 die Gleichung der zweiten Seite des Vierecks, so ist 








eben so 
a, sin (g—F) —sin& 
31.4 9 = sin 7—a,sin(g—n)’ 
folglich 
P(a-a,) “ 
al Das [sin — asin(g—n)][siny— a, sin(p—n)]’ 
wo P= sin n sin(p-—£) — sın & sin 'p—n). 


Aehnliche Ausdrücke erhält man für a — a, d—4;, da—a, und es ergiebt sich 


(a—4,) (d —A,) (da —A,) (d,—a) 
P* 
= 53.08.0%.08 (a—.a,) (a, —a,) (93 — a;) (a3; — a), 
wo Q=siny—asin (p—n), Q,=sinn— a, sin(p—n), Q,= sin „— aysın (Pp—n), 
Q,=sinn—a;sin (p—n) ist. Daraus folgt, dass die Grösse 7' ıhr Vorzeichen 
bei der Veränderung des Coordinatensystems nicht ändert. 
1) Bilden nun die vier Puncte ein convexes Viereck, so muss 7' nega- 

tiv sein. Da diese Behauptung nur für irgend ein Coordinatensystem nachzu- 
weisen ist, so nehme man die ausserhalb des Vierecks liegende Diagonale zur 


Axe der x an, und als den positiven Theil derselben den über den vierten Punct 


hinaus verlängerten Theil der Diagonale. Bezeichnen dann «, «ı, 42, 4; die 
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Winkel, welche die auf einander folgenden Seiten mit dem positiven Theile der 


Axe der x bilden, so ist @ = tang 4, a, = tang 4,, etc. und 


sin (u—u; )Sin (1, —u,) Sin (ug—ug) Sin (us—ıt) 
(a—.a,) (4 —a,) (a,—a;) (a3, —a) = (coSwcosu, cOsu,c0su 





Es wird nun u—1u<0, u—Aa<0, —Au<0, 13u—u>0, folglich das 
Product der Sinusse negativ, und also 7’ ebenfalls negativ. 

2) Liegen die vier Puncte in einem concaven Viereck, so muss 7’ po- 
sitiv sein. Denn nimmt man eine Diagonal zur Axe der x an, und ihren 
positiven Theil eben wie in (1), so wird u—ıu<0, 14, — 1,0, u — 1,0, 


Ay — ud, also TO. 


- 


5. 
Lehrsatz. 

Jede Linie zweiten Grades, die um das Viereck beschrieben wird, 
dessen Seiten die Gleichungen (1.) ausdrücken, kann auf die Form (2.) 
gebracht werden. 

Beweis. 

I. Die gegebene Curve sei eine Ellipse. Da nach ($.2.) um ein 
convexes Viereck keine Ellipse gelegt werden kann, so ist dasselbe concar, und 
nach ($. 4.) ist 70. Die Gleichung (2.) drückt daher, wenn man die unend- 
lich vielen Werthe von i zwischen den oben näher bestimmten Grenzen nimmt, 
unendlich viele Ellipsen aus, welche durch die vier Puncte gehen. Unter die- 
sen muss die gegebene Ellipse sich befinden; denn nimmt man einen fünften 
Punct der letztern an und bestimmt # so, dass die Coordinaten dieses Puncts 
der Gleichung (2.) genügen, so kann dieselbe keine Hyperbel oder Parabel aus- 
drücken, weil sonst durch fünf Puncte zwei Kegelschnitte verschiedener Art 
möglich wären. 

II. Der Beweis für die ungleichseitige Hyperbel ıst dem vorigen ganz 
ähnlich. 

Ill. Parabel. a) Ist das Viereck ein Parallelogramm, also a— ,=V, 
a, — a;=0, so verschwindet DB, — AC für ?=— 4(a—a) (m —a, =, 
folglich für =0. Es ergiebt sich aber BD— AE=0 und die Gleichung 
(2.) drückt keine Parabel aus. Nach ($. 2.) ist indessen um ein Parallelogramm 
überhaupt keine Parabel möglich. 

b) Ist das Viereck ein Trapez, oder aa —a,=0, und setzt man für 
» den Werth (8. $. 3.), so stellt die Gleichung (2.) eine Parabel vor, und 
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diese muss die gegebene sein, weil nach ($. 2.) um ein Trapez nur eine Parabel 
beschrieben werden kann. 

c) Ist das Viereck concae, und sind keine zwei Seiten desselben pa- 
rallel, so dass T’>0, so geben die beiden Werthe von 2 in (7. $.3.) zwei Pa- 
rabeln, und eine derselben muss mit der gegebenen übereinstimmen, weil um 
das erwähnte Viereck nicht mehr als zwei Parabeln gelegt werden können. 

d) Ist das Viereck endlich convex, also T’—0, so werden die Wer- 
the von 4 in (7.) imaginär; indessen ist nach ($. 2.) um ein solches Viereck 
keine Parabel möglich. Liegen also vier Puncte wirklich in einer Parabel, so 
kann sie durch die Gleichung (2.) dargestellt werden. 

IV. Gleichseitige Hyperbel. Die Bedingungsgleichung A— 2B cos y 
+C=0 wird erfüllt, wenn [1+cosp(a,+a;)+a,a,]#+ 1-+-.cos g(a+a;) 
+ aa,=(), oder wenn, unter der Voraussetzung, dass 1+cosp(a,+«,)-+a,a; 


1-+cosyp(a+a,)-+ aa, 


nicht verschwindet, 2 = — Tree ist. In dıesem Fall drückt die 
1 3 143 


Gleichung (2.) eine gleichseitige Hyperbel aus, wenn für A der eben gegebene 





Werth gesetzt wird, und dies muss die gegebene Curve sein, weil durch vier 
Puncte ($. 2.) nur eine gleichseitige Hyperbel möglich ist. Ist aber 
1+cosp(z,+a,)+a,0a,=0, und 1+cosp(a+a,)+aa, nicht Null, so 
wird 2 unendlich, und es stehen wegen der ersten Bedingung zwei Gegensei- 
ten des Vierecks auf einander senkrecht, die beiden andern, wegen der zweiten 
Bedingung, nicht. Ferner sieht man leicht, dass dieser Fall eintritt, wenn ın 
(S. 2.) ac + BP 0 ist; folglich ist dann keine gleichseitige Hyperbel mög- 
lich. Ist endlich 1+cos y(a,+4a,)+a,a=V0 und auch 1+cosp(a-+a;,) 
+-4a0,=0V, so dass also je zwei Gegenseiten auf einander senkrecht sind (was 
nur bei dem convexen Viereck sein kann) und die Bedingung aa, + PAı= 
($. 2.) erfüllt wird, wie aus geometrischen Betrachtungen erhellt, so bleibt A 
unbestimmt, und alle Hyperbeln durch die vier Puncte sind gleichseitig. 

V. Die Kreislinie. Aus den Bedingungen C=A, B=Acosy 
folt I +7 = am, + Aa,a,, 2cos y(1+4) = — ja+m+4(a,+a,)| und 





l—aa; a+4a,+2C0Sp } 
ı=- =. —o ie Relatio 
h E also die Relation 
l—aa, __ a+a,+2c0Sp, 
l1—a,0a3 Mıt+as+2cosp’ 
oder 





1-+(a+a,)cosp-r+aa, 1-+(a,+4;)C0SP-+4,Q3 


a—aı, A,—43 
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Wird diese Bedingung erfüllt, so bezeichnet die Gleichung (2.) eine Kreislinie, 
und zwar die gegebene, weil nicht zwei oder mehrere Kreislinien durch vier 
Puncte hindurchgehen können. Findet die Bedingung nicht Statt, so drückt 
die Gleichung (2.) auch keine Kreislinie aus, und es ist nachzuweisen, dass 
unter dieser Voraussetzung durch die vier Puncte überhaupt keine Kreislinie 
möglich ist. 

Die vorhergehende Bedingungsgleichung, welche sich leicht auf die Form 

9. (9 —a,) (l+aa,) + (a—a,) (l+a,a;) 
+ cos pl(a+a,) (9 —a;) + (a—a,) (a,+.a;)] = V 

bringen lässt, gelte für irgend ein rechtwinkliges System; es sei also 
(a,— a,) (1+aa,)+(a— a,) (l1-+a,a;) = 0, so muss sie auch für jedes andere 
rechtwinklige System Statt finden. Die Coordinatenverwandlung giebt 


z=2,c0os$— Yı sın £&, yz=a, sıinSs+ Y, cos 5, 
wo © den von der Axe der x, und der Axe der » eingeschlossenen Winkel 
bezeichnet. Stellt man die Gleichung der ersten Seite des Vierecks für das 


neue System durch „—a.2,—b=0 dar, so ergiebt sich 
acos&—sin& 
Er asin@+cos&' 
Setzt man nun p=asin &+cos&, pP, =a,sinS-+cosS, etc, so erhält man 
_ l-+aa, 
==’ l+oaa,= Paps ’ 
und ähnliche Ausdrücke ergeben sich für a—a, und 1-+a,a,. Daraus folgt 
(—a,)(I+am)+Ca-a)(l+a) _ 9 
PPıPa2P3 
Dies gilt für jede Lage der Axe der y,, wenn nur die Axe der x, darauf 
senkrecht steht. Verlegt man die Axe der &,, während die Axe der y, un- 


geändert bleibt, so ist, nach einer leicht verständlichen Bezeichnung, 





x, = a, 005 $, Yy=%sın$+ y, 
a"=acos&— sin $, 
folglich 
s = (a,—a’,) (1-+a‘a‘,) + (a —a‘,) (1-+a’za‘;) + 2cos p(a’a‘,— a’, a‘,) 
— (,—a,) cos &[1 + aa, cos ®— (a+a,)sin &cos & + sin &] 
+ (a—a,) cos $[1 + a2a, cos & — (a,-+0,) sin & cos &+ sin ©] 
+ 2cos y [(aa,— a, 4;) cos + (+0, —a—,) sin & cos S]. 
Für (a+a,) (9—a,) + (a—a,) (a,+a,) kann man auch 2?(am,— a,a;) 
12 * 
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schreiben. Erwägt man, dass der neue Coordinatenwinkel p = 90° — &, oder 
& — 90", oder 540° — £, also cos p = sin & ist, so erhält man 


s 
os: (Wa) [1 + aa, cos ®— (a+a) sin &Ecos& + sin ? 
+ (a—a,) [1 + a,a, cos & — (a,-+4,) sin &cos& + sin 2] 
+ 2 [(aa,—4,4,) sin $ cos &+ (+9 —a—a,) sin 2] 
— (a— a, +0 —4,) cos + [aa, (9a —a,) + a,0,(a—a,)] cos &, 
N 
cos x3 = d— At a, Ft Az + aa, (a, —a;) + 0,4, (a—A,) 


—= (,u—a,) (l+aa) + (a—a) (l+0a)=0, 
folslich s=®. 
Demnach ist nur nachzuweisen, dass, wenn die vier Puncte in einer 
Kreislinie liegen, die Relation (9.) für irgend ein rechtwinkliges System Statt 
finde. Zu dem Ende nehme man eine Diagonale des Vierecks zur Axe der x 


an, so ıst, wenn £, #4, etc. die Winkel bezeichnen, welche die Seiten des 


Vierecks mit der Axe der & einschliessen, und A, B, C, D die Winkel der Figur 





2. a—a, 
es 2 ii > PRNEN Re. 
tang (4, — 4,)=y = tang D; ferner B+D=180), tang B=—tang D), 
a—a, G,—(g 
also —— = — —— , oder (m —-a,) (l-raa,) + (a—a,) (l+ra.a,.) = 0: 


welches die Relation (9.) für g = 90 ist. 
Stralsund den 9. Juni 1846. 
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6. 
Über das Ohmsche physicalische Gesetz. 


(Vom Herrn Professor Dr. Plicker zu Bonn. ) 





1. Hines der einfachsten und zugleich wichtigsten physicalischen Ge- 
setze ist ohne Zweifel das OAmsche, und keine Darlegung der durch galva- 
nische Ströme hervorgebrachten Erscheinungen kann auf Wissenschaftlichkeit 
Anspruch machen, wenn sie nicht d’eses Gesetz zur Basis nimmt. Durch das- 
selbe sind aus der Sprache der Physik die unbestimmten Begriffe Quantität 
und Intensität verschwunden; oder vielmehr ist diesen, früher undelinirten Wör- 
tern ein bestimmter Begriff untergelegt worden. Wenn man nach der Ursache 
fragt, weshalb das Ohmsche Gesetz so langsam zu der ihm gebührenden An- 
erkennung gelangt ist und seine ganze Bedeutung immer noch nicht in den 
Lehrbüchern erhalten hat, so findet sich dieselbe im Allgemeinen darin, dafs 
es die überall verbreiteten Ansichten über galvanische Erregung nicht zu unter- 
stützen schien; und dann insbesendere in dem Einflusse der genannten Wörter, 
mit welchen man, auf den galvanischen Strom angewandt, bildliche Anschauun- 
gen zu verbinden geneigt ist, die man aber aufgeben mufs, wenn man zur kla- 
ren Auffassung des Thatsächlichen gelangen will. Ich halte jeden Schritt, der 
dazu beiträgt, die Bedeutung des OAmschen Gesetzes durch neue Anwendungen 
in ein helleres Licht zu stellen, für einen wesentlichen Beitrag zur Förderung 
der Wissenschaft. So hat denn auch nicht leicht eine Abhandlung musterhaf- 
ter mir geschienen, als diejenige von Mheafstone, welche in Poggendorf's 
Annalen, aus den „Philosophical Transactions” für 1843 übersetzt, sich findet. 
unter dem Titel „Beschreibung verschiedener neuer Instrumente und Methoden 
zur Bestimmung der Constanten einer Volta’schen Kette.” Bd. 62. S. 499. Diese 
Abhandlung hat mir die Veranlassung zu einigen kleinen Arbeiten gegeben, und 
meine Absicht ist hier, dem Vorliegenden einige einfache Folgerungen aus dem 
Ohmschen Geselze hinzuzufügen, welche mir begegneten, als ich dasselbe auf 
eine practische Aufgabe, die. der Bestimmung der vortheihaftesten Drathdicke 
zur Herstellung eines starken, für die neuesten Furadayschen Versuche be- 
stimmten Electromagnet anwandle. 

2. Für die Stärke des galvanischen Stromes, welcher durch ein ein- 
zelnes Element hervorgerufen wird, ergiebt sich nach dem Odfmschen Gesetze 
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der Ausdruck 
E 
R+6G 

FÜ} bedeutet die eleetromotorische Kraft, welche bei einem Zink - Kupfer - Ele- 
menle zum Beispiel eine andere ist, als bei einem Zink-Platin - Element, und 
welche man sich auf irgend eine Einheit bezogen vorstellen mufs. Sie ändert 
sich nicht mit der Gröfse der Plattenpaare. #2 bedeutet den Widerstand in 
der Kette, @ den Widerstand im Leitungsdrathe. Beide müssen in derselben 
Einheit ausgedrückt werden, und für diese Einheit kann man den Widerstand 
in einem beliebigen Kupferdrath annehmen, dessen Länge und Querschnitt man 
ebenfalls gleich Eins setzt. Schliefst man die Kette durch einen Kupferdrath von 
derselben Dicke, so giebt die Länge des Draths den Widerstand @. 

Verbindet man mehrere Elemente zu einem einzigen, so bleibt die elec- 
tromotorische Kraft dieselbe, während der Widerstand, in der Voraussetzung, 
dafs alle Elemente einander gleich sind, im Verhältnifs der Anzahl der Ele- 
mente sich vermindert. Beträgt also diese Anzahl x, so erhält man für die 


Intensität des Stromes: 
Ex 


Bei einer Kette, die aus mehreren Elementen besteht, summiren sich 
die electromotorischen Kräfte der einzelnen Elemente; ebenso summiren sich 
die Widerstände. Sind demnach alle Elemente einander gleich und beträgt ihre 
Anzahl y, so ergiebt sich für die Intensität des Stroms: 

Ey 
Ry+G 

Stellt man endlich x Ketten von y Elementen zusammen, so kommt 
dies darauf hinaus, den y Elementen des vorigen Falles eine x mal gröfsere 
Oberfläche zu geben *); wonach also in dem vorstehenden Ausdrucke, um die 





*) Diese allgemein gemachte Annahme kommt darauf hinaus, dafs man, wenn man 
zum Beispiel zwei (oder mehrere) Ketten von gleich vielen und gleich grofsen Zink -Platin- 
Elementen neben einander stellt und dann an die Platinplatten des ersten Elements jeder 
Kette das eine und an die Zinkplatten des letzten Elements jeder Kette das andere Ende 
des Verbindungsdraths befestigt, eine Stromstärke erhält, welche dieselbe bleibt, wenn 
aufserdem noch Zink mit Zink und Platin mit Platin in den sich entsprechenden, neben 
einander stehenden Elementen der Ketten verbunden wird. Durch diese neue Verbindung 
könnte nur dann eine Änderung in der Stromstärke hervorgebracht werden, wenn durch 
die Dräthe, welche die Verbindung herstellen, ein Strom hindurchginge. Dies kann aber 
nicht der Fall sein, weil, in Folge der Symmetrie der Anordnung, ein Strom nach einer 
Richtung einen gleichen Strom nach entgegengesetzter Richtung erfordern würde. Dadurch 
ist die obige Annahme von vornherein gerechtfertigt. 
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Intensität des neuen Stromes zu finden, der Widerstand auf den zten Theil 
redueirt werden mufs, was 





3. Wenn die Anzahl aller Elemente, die man auf verschiedene Weise 
zu Ketten verbinden kann, gegeben und gleich « ist, so dals 
Bo rsy mn, 
so entsteht die Frage, wie, wenn der Widerstand @ gegeben ist, die Verbin- 
dung gemacht werden mufs, um den stärksten Strom zu erhalten. In Folge der 
letzten Gleichung verwandelt sich zunächst die vorhergehende in 


b Ea 
KRyt+6a’ 





und dann mufs der Ausdruck 
Ry-Gz, 
indem man z und y als veränderlich betrachtet, ein Minimum werden. Zur 
Bestimmung dieses Minimums ergiebt sich 
Rdy+Gdze =0 und zdy-ydı = 0, 

und hieraus 

an - 
Aus der Verbindung dieser Gleichung mit der Gleichung (2.) findet sich 


B>’ ya Ko) und 2 = (Fa). 


und für das Maximum der Stromstärke: 


Ea _ _ Ea _,m,/® 
- 2Ky 262 ER 
4. Die Gleichung (4.) zeigt, dafs in dem Falle des fraglichen Maxi- 
mums die Anzahl der Ketten zu der Anzahl der Elemente sich verhält, 
une der Widerstand in jedem Elemente zu dem Widerstande in dem Lei- 
tungsdrathe. Wenn also dieser letzte Widerstand (der Widerstand aufserhall 


der Kette) zunimmt, so wächst die Anzahl der Elemente gegen die Anzahl 
der Ketten. 


Nach dem letzten Ausdrucke (6.) ist, in dem Falle des Maximums, die 
Stromstärke, 
1°. Proportional der electromotorischen Kraft, 


2°. Proportional der Quadratwurzel aus der Anzahl der Elemente, 
13 ’ 
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3. Umgekehrt proportional der Quadralwurzel aus dem Widerstande in 
jedem einzelnen Elemente und 

I. Umgekehrt proportional der Quadrutwurzel aus dem Widerstande 
des Leitungsdrathes. 

Man sieht aus dem Vorstehenden, dafs die Vermehrung der electromotori- 
schen Kraft am meisten zur Verstärkung des Stromes beiträgt; so dafs zum 
Beispiel, wenn eine Kraft sich fände, die zweimal, dreimal gröfser wäre, als die 
gewöhnliche, 60 Elemente so stark wirken würden, als jetzt bezüglich 240 und 
540. Es ist ferner ersichtlich, dafs die Stromstärke im Maximum unverändert 
bleibt, wenn die Anzahl der Elemente in demselben Verhältnisse wächst, wie 
entweder der Widerstand in jedem Elemente, oder der Widerstand im Leitungs- 
dralhe zunimmt. 

5. Es ist nicht zu übersehen, dafs der obige Ausdruck im Allgemeinen 
nur ein ideales Maximum giebt, indem die Natur der Sache es mit sich bringt, dafs 
x und y ganze Zahlen und überdies Factoren von a sein müssen. Bei manchen 
Fragen läfst sich indessen @ so bestimmen, dafs diese Voraussetzung Statt findet. 
Es sei zum Beispiel die Menge des zu verwendenden Draths gegeben, etwa 
600 Fufs des Normaldraths, dessen Querschnitt gleich Eins ist, so dafs, wenn 
man diesen Drath unmittelbar zur Schliefsung anwendet, @ — 600 ist. Giebt man 
dem Schliefsungsdraihe einen zmal kleinern Querschnitt, und nimmt ihn also 
mal länger, so wird, nach dem @©Ämmschen Gesetze, der Widerstand z’mal 
oröfser, und es ist dann in die Formeln #°G stalt @ zu setzen. Dies giebt 


- //G 1_/;R 
i. y=% 1 (7 . a) und XL = m (7a), 
und wenn man die Stromstärke durch J bezeichnet: 


> RE 1 N / d 
9. MAI 


Der Coöffieient z läfst sich so bestimmen, dafs x und y' nach einander die 
verschiedenen Factoren von a werden. Es sei z. B. 

a—2?r24 und R = 100, 
die Länge des Schliefsungsdrathes #@ gleich g, und E gleich Eins. Dann er- 
giebt sich für die acht verschiedenen Zusammenstellungen der gegebenen 24 








Klemente: 
1 
ie y— 24, um ®, 9—= 120, — 5009 
1 
2, ya=12, A =—— R I9= 600, J=-n: 
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wu», yulr®, 2=$, g—=400, = 70 
= 4, y=6, zb 9-30, Jen, 
6, y-4l, eh, 9=20W, =: 
= 8, y=3, z=h, 9=150, — .. 
en N, ya 1, =: 
x —24, vol, a, 9m W, J= 


6. Die Gleichung (8.) arückt das Gesetz aus: dafs sich, für das Maxi- 
mum der Stromstärke, diese bei einem gegebenen Gewichte des Schliefsungs- 
draths umgekehrt wie die Länge desselben verhält. Zertheilt man hiernach 
in Gedanken den ursprünglichen Schliefsungsdrath in z einzelne Drälhe von 
gleicher Dicke, und stellt sich den Strom, einmal durch den ursprünglichen Drath. 
dann nach einander durch jeden der # einzelnen Dräthe gehend vor, so ist 
in beiden Fällen die Maximum-Wirkung dieselbe. Dieses würde also in dem 
Falle des Multiplicators, sei es, dafs er eine Magnetnadel abwirft, oder dafs 
er, wie in der Stöhrerschen Maschine, eine Eisenmasse magnelisch macht 
und zum Rotiren bringt, dann Statt finden, wenn eine Windung des ursprüng- 
lichen Draths denselben Raum einnähme, wie x Windungen des xmal dünnern 
Draths. Unter derselben Voraussetzung würde dies auch dann Statt finden. 
wenn man, um einen Electromagnet herzustellen, einen Eisenkern mit Kupfer- 
drath umwickelt. In dem Beispiele der vorigen Nummer haben wir acht Maximum- 
Wirkungen, die der Voraussetzung entsprechen, dafs man der gegebenen Drath- 
masse nach einander 50, 100, .. 1200 Fufs Länge giebt. Nehmen wir, um 
die Ideen zu fixiren, ferner an, dafs 50 F. Drath um den Eisenkern (der in 
seiner ganzen Länge, oder auch nur streckenweise umwickelt werden mag) eine 
Lage bilden, so erhalten wir (indem wir die obige Voraussetzung festhalten) in 
den acht verschiedenen Fällen dieser Lagen bezüglich 1,2,.. 24, und der in dem 
Eisenkern hervorgerufene Magnetismus wird überall derselbe sein. Aber die 
Voraussetzung weicht immer, namentlich bei der nothwendigen Umspinnung des 
Draths, merklich und in manchen Fällen sehr weit von der Wirklichkeit ab. 
In dieser Abweichung liegt der Grund des Vorzuges eines dickern Draths. 

7. Wenn die Länge des Draths gegeben ist, so erreicht man im Allge- 
meinen das ideale Maximum nicht, kann dann aber, wenn man den Widerstand in 
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einem Elemente kennt, berechnen, wie weit man hinter jenem zurückbleibt, und 
dies mit in Anschlag bringen. Hätte in dem betrachteten Falle der Drath die 


segebene Länge von 900 F., wäre also der entsprechende Widerstand 1350 F.. 
;o fände sich 


je 


T 


Es bleibt aber hier nur die Alternative, die gegebenen 24 Elemente zu zwei 
Ketten zu verbinden, oder dieselben als eine einzige Kette wirken zu lassen. 
In beiden Voraussetzungen erhalten wir, wenn wir die Intensitäten nach der 
Formel (1.) berechnen: 








a j 1 
== 38, 2, J = 165 ° 
2 1 
y=?R4, 2el, = gr 


Die letztgenannte Verbindung ist also in diesem Falle die vortheilhafteste und 
man bleibt dann nur um „!; hinter jenem Maximum zurück. 
Wir wollen als zweites Beispiel 
a— 60, R — 100, G —= 9—= 800 Fufs 
setzen. Dann ergiebt sich für das ideale Maximum: 


1 

73,03 
Verbindet man, um diesem Maximum möglichst nahe zu kommen, die 60 ge- 
gebenen Elemente einmal zu drei, das anderemal zu zwei Kelten, so findet sich 





ul er oe 
y==%0, 0=—=B, Je r73° 
1 
- — 30 —2, een ’ 
? ren a: 
Bei der ersten Verbindungs-Art bleiben wir also nur um Ei hinter dem 


220 
Maximum zurück. Es ergeben sich in diesem Beispiele zwölf verschiedene 


Drathlängen, welchen wirkliche Maxima entsprechen; diese liegen zwischen 
37 F. und 2192 F., dem entsprechend, dafs alle Tröge als ein einziges Ele- 
ment oder als eine einzige Kette wirken. 


Ist nur ein einziges Element vorhanden, so ist 2=y=a=1, und 
die in Rede stehende Maximum- Wirkung fordert alsdann, dafs R, der Wider- 
stand in diesem Elemente, dem Widerstande in dem Leitungsdrathe gleich sei. 
Ist dies nicht der Fall, so bleibt man hinter dem idealen Maximum zurück: 





2 
AN 
R) e . ’ ’ \ aT 
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Kor Z 
und zwar verhalten sich dann die Quadrate dieses Maximums und der wirklichen- - 


Stromstärke wie 
4RG:(R+G)% = 1:1—4R—G). 

8. Geht man von einem wirklichen Maximum aus, so gelangt man 
wieder zu einem solchen Maximum, wenn man y unverändert läfst und einer- 
seits z mit Ar, folglich auch « mit Aa, und andrerseits R mit AR vertauscht. 
In dieser neuen Maximum - Wirkung bleibt (bei gleichem Widerstande aufser- 
halb der Kette) die Stromstärke unverändert dieselbe. Wenn man also von 
irgend einer Maximum- Wirkung ausgeht, so erhält man eine zweite gleiche 
Wirkung, wenn man die Anzahl der Ketten beliebig vermehrt oder vermin- 
dert, und in demselben Verhältnisse die wirksame Metall-Oberfläche der ein- 
zelnen Elemente verkleinert oder vergröfsert. Es folgt daraus, dafs bei der 
Maximum - Wirkung dieselbe wirksame Metall- Oberfläche immer dieselbe 
Stromstärke giebt. 

Man kann in dem Vorstehenden auch y=1 setzen; statt der Ketten 


also auch einzelne Elemente nehmen. 
Bonn, im März 1847. 
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T. 


Sur la Reflexion de la Lumiere, dans le cas des surfaces 
du second degre, analogue ä celle qui aux foyers 
des seetions coniques a donne le nom. 


(Par Mr. Plücker, prof. de math. a l’universite de Bonn.) 





1. O: sait que, pour lellipsoide et les deux hyperboloides, il existe 
'trois coniques: une ellipse, une hyperbole et une courbe imaginaire, situdes 
dans les trois plans prineipaux, qui, par rapport a ces surfaces, jouissent de 
proprietes analogues a celles des deux sysiemes de foyers, reelles et imagi- 
naires, d’une courbe du möme degre. M. Chasles a donne le nom Ires propre 
de focales a ces courbes. Pour les deux paraboloides, ces trois courbes se 
trouvent remplacces par deux paraboles, et enfin pour les cönes et les cylindres. 
par deux lignes droites. 

Parmi les proprieles nouvelles de ces courbes remarquables, demontröes 
par moi dans un ouvrage qui a paru dans les premiers jours d’Aoüt dern.. 
la suivante me parait plus parlieulierement digne d’attenlion; savoir: 

Tous les rayons qui, en partant de points de Uune des deux 
focales reelles d’une surface quelconque du second degre, vont couper cette 
surface, sont reflechis par elle de maniere qu'ils se reunissent de nouveau 
sur la meme focale, ou bien qu'ils se propagent, comme emanes directe- 
ment de cette courbe. 

J’ai tire ce Iheoreme, comme corollaire, du theoreme suivant, que j’ai 
demontre analyliquement de la maniere la plus simple: 

Les trois axes d'un cone quelconque circonscrit a une surface du 
second degre, coincident avec les tro:s axes de chacun des trois cönes qui, 
avec le cöne circonscrit, ont un cenire commun, el qui en outre passent 
par les trois focales. En construisant les trois surfaces confocales (lel- 
lipsoide, Uhyperboloide a une nappe et Uhyperboloide a deux nappes) qui 
passent par le centre commun, les trois axwes en question sont les normales 
de ces trotis surfaces confocales *). 


*) Sysiem der analytischen Geometrie des Raumes. p. 334. 
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Dans le present Memoire, je vais donner des demonstrations nouvelles du 
premier th&eoreme, demonstrations qui auront l’avantage d’en faciliter la discus- 
sion et de le lier a d’autres theoremes connus. 


2. Menons par un point donne de la surface proposce du second degr@ 
un plan normal quelconque. Un rayon lumineux, situ dans ce plan et ren- 
contrant la surface dans le point donne, ne sorlira pas du plan apres avoir 
ele reflechi par la surface. Si donc ce rayon est parli d’un point quelconque 
d’une focale, il sera reflechi, suivant notre theoreme, vers un autre point de 
la möme courbe, en fesant des angles egaux avec la normale. Il suit de la 
que les deux rayons, incident et reflchi, constituent avec la normale et la 
tangente de la surface comprise dans le meme plan, ce qu’on a nomme& un 
faisceau harmonique. Comme un tel faisceau, en rencontrant un plan quel- 
conque, et en partliculier le plan principal, contenant la focale, le coupe en quatre 
points harmoniques, il suit que la tangente et la normale vont couper le plan 
principal en question en deux points tels, que chacun d’eux soit situe sur la 
polaire de l’autre. Reciproquement, si cette derniere relation a lieu, ce qu’on 
prouvera plus loin avec facilit&, notre theoreme en decoule immediatement. 


3. Pour fixer les idees, prenons un ellipsoide et son ellipse focule, 
situee dans le plan du plus grand et du moyen axe de la surface. Les rayons 
emanes d’un point lJumineux, place dans un point quelconque de la focale, se 
reunissent de nouveau, pour former, apres une premiere reflexion, une ligne 
lumineuse coincidante avec la focale. Chaque reflexion nouvelle ramenera ce 
ravon de nouveau vers la m&me focale. L’apparilion sera (gencralement par- 
lant) la möme, mais plus intense si, au lieu d’un seul de ses points, la focale 
entiere devient lumineuse. Il s’agit maintenant de savoir de quelle maniere la 
lumiere se distribue sur la focale, et en parliculier, quels sont les diflerents 
points de la surface, qui renvoient la lumiere emanece d’un point donne de la 
focale vers un autre point donne de la meme courbe. La derniere question 
revient, suivant notre Iheoreme, a mener par les deux points donnes que nous 
designerons par M et M’, une ligne droite, et par cette ligne droite un plan, 
qu’on fait tourner autour d’elle, et de chercher tous les points de la surface, 
oü les normales coineident avec le plan tournant, dans l’une quelconque de 
ses positions. Pour resoudre cette question nous nous serviront des procedes 
ordinaires de la geometrie analytique. 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 2. 14 
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4, Soil 


yt ‚x? 
B* E y? 
l’equation de la surface; sa focale situee dans le plan z, y sera representce 


x: | 
RT 
& 


par lV’equation 
r? 


2 Blue na) 0 

; a? —y? | ß*—y? ; 
pP . S » 4 ‘ z © d N |: 0) « | > d S : l 2 / Mu, R o'\ d N 
renons poul equalions e ıa Normale dans un point queiconque (2, Yy,% , Ge 





la surface. les suivantes: 
3. z—hkz x, Y=ig- h, 


en posant, pour abreger: 





2 "| 2 ä 
a? 2, ’ ß} z' ’ 
a: —y3 Ar? __yı 
N ’ 4$ - ’ { 
x = Dh = — Lg, „= y'—Is — A A 
a? rZ J 


Les coordonnees du point, ou la normale (3.) rencontre le plan x, y sont 
I =%, y= 5 
done nous obtenons pour sa polaire, prise par rapport ä la focale, l’equalion 
AÄX f Ay 
a? —y? 3 B?—y: 
ou bien, en substituant, celle-ci: 











I B: ur 


Cela est evidemment l’equation de la trace sur le plan x, y, Ju plan tan- 


a? 


gent A la surface au point («’,y’,2’). Il suit dela d’abord le theoreme connu. 
que, si par un point donne de la surface on mene le plan tangent el la nor- 
male, qui coupent un plan prineipal quelconque dans une droite et un point (N), 
ce point sera le pöle de la droite, par rapport a la focale comprise dans le 
meme plan. De la resulte que ce point N est situe sur la polaire d’un point 
quelconque de la droite en question, c’est-ä-dire du point d’interseclion d’une 
tangente quelconque, passant par le point (x’,y’,2’), avec le plan principal. 
C'est ce quwil fallait prouver pour compleler la demonstralion du numero (2.). 


5. J’ai donne le theoreme que je viens de demontrer dans le numero 


precedent, page 332 de mon Systeme de geometrie analylique a trois dimen- 
sions. En parcourant le Journal de M. Ziowville, je trouve qu’il appartient 
a M. Chasles qui l’a transcerit de son Apergu historique p. 354 et qui en a lire 
le theoreme suivant: 
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„Si par les differenis points d’une section plane quelconque d’une sur- 
„face du second degre, on mene les normales ä la surface, leurs pieds sur 
„chacun des plans prineipaux de la surface seront silues dans une section co- 
„unique. Le cöne circonserit a la surface, suivant la section plane, rencon- 
„trera le plan principal suivant une aulre conique; et si l’on concoit la focale 
„de la surface comprise dans ce plan, la premiere conique, lieu des pieds des 
„normales, sera la polaire de cette seconde conique par rapport ä la focale.” *) 

Le theoreme peut @tre generalise de deux manieres. D’abord on voil 
qu’une courbe queleconque tracee sur la surface, peut &tre subslituee ä la 
section plane. Puis, il est evident que les d@veloppements analytiques du nu- 
mero precedent subsistent egalement si, au lieu de supposer le point («x', y’, z') 
sur la surface m&me, on le prend arbitrairement dans l’espace. C’est seule- 
ment l’interprelalion geometrique qui est changee, en se generalisant. Le plan 
tangent est remplace par le plan polaire du point donne, pris par rapport a la 
surface, et la normale par la perpendiculaire, abaissee du m&me point sur ce 
plan polaire. 

S: lon eirconserit a une surface du second degyre un cöne quel- 
conque, le plan mene par la courbe de contact, et la perpendiculaire abais- 
see du centre du cöne sur ce plan, vont rencontrer un plan principal 
de la surface dans une ligne droile et un point; ce point sera le pöle de la 
ligne droile, par rapport a la focale situee dans le meme plan principal. 

On pourrait tirer de ce theoreme le Iheoreme plus general du numero (1.) 
de maniere comme nous avons lir& de celui notre Iheoreme sur la reflexion. 
Au meme theoreme se joignent une foule de theoremes, soit nouveaux. soit 
deja enonces par d’autres ou par moi. 

6. Revenons sur nos consideralions analyliques, et soit,. en desienant 
par « un co6fficient constant quelconque, 

4. uz+Axcr-+-By-C=0., 
l’equation d’un plan, tournant autour d’une ligne fixe, situee dans le plan x, y 
et representee par les equations 
I. 2=0, As-+By-+C=0. 
Soit cette ligne fixe celle, qui passe par les deux points, pris arbitrairement 
sur la focale, et designes plus haut par M et M'’. Pour la condition que la 





*) Theoremes sur les surfaces du second degre. Par M. Chasles. Liouwville, Journ. 
VII. p. 215. 


14 * 
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normale (3.) soit comprise toute enliere dans ce plan, nous obtenons les deux 
equalions 
Ak-+-Bl-u=0, Az+ Bi C= 0. 

l,a derniere de ces deux &qualions est independante de «., et par consequent 
de la position particuliere du plan tournant. En y mettant pour x et A leurs 
veleurs, nous aurons 

6. aa 4 BG y 4 u 
Si done on prend &’ et y’ pour variables, cette &qualion representera un plan 
perpendiculaire au plan prineipal et qui coupe la surface suivant une courbe, 
qui est le lieu geometrique des points qui reflechissent les rayons lumineux, 
cmanes de l’un des deux points M et M', vers l’autre de ces points. II 
resulte sur le champ de ce que nous venons de prouver que suivant la courbe 
d’intersection dans ce plan, la surface donnee est touchee par une surface de 
revolution, ayant M et M’ pour foyers. 

Etant parli du premier theoröme du numero (1.) nous sommes done 
parvenu au theoreme suivant: 

Deux points, pris arbilrairement sur une focale d’une surface du 
second degre, sont les deux foyers d’une surface de revolution, eircon- 
sertle a la surface proposee. i 

Reciproquement, pour parvenir a notre theoreme de r£flexion focale, 
il suffit de demontrer directement ce dernier theoreme. Ü’est ce que j’ai fait 
de la maniere la plus simple *). 


7. Pour construire l’equation (6.), nous observerons d’abord que les 
coordonnces du pöle de la ligne droite (5.) (qui passe par les deux points M 
et M', situes sur la focale) sont par rapport ä la focale (2.): 

a -7(@ 9); x“ BP): 
et de lä on obtient l’&quation (6.) a construire, pour le plan polaire du point 
ainsi delermine, pris par rapport a la surface proposee. 

Supposons toujours que la surface soit un ellipsoide, dont lellipse exterieure 
de la figure est une section prineipale et l’ellipse interieure l’ellipse focale. 
Sur cette derniere courbe nous prendrons arbitrairement deux points M et M' 
(Tab. III. cah. 4. tome 34. fig. 8.): il s’agit de determiner les points de la surface, 





*) System der analytischen Geometrie des Raumes. p. 29. 
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qui reflechissent les rayons, emands de M, vers M'. Pour cela construisons 
par rapport a la focale le pöle P de la ligne droite MM’, et ensuite, par rap- 
port a la section principale, la polaire SS’ du point P; enfin menons par SS’ 
le plan perpendiculaire au plan principal. Tous les points de la courbe d’inter- 
seclion de la surface et de ce plan reflechiront les rayons lumineux, &mands 
de M, vers M’. 

Si le point M’ decrit la focale de maniere que MM’ tourne autour du 
point M, le point P parcourra la tangente de la focale en M, et en meme 
temps le plan coupant tournera autour d’une ligne droite fixe, perpendiculaire 
au plan principal et coupant ce plan dans le point Q@, pöle de la tangente en 
M par rapport ä la section prineipale. Pour qu’il y ait effeclivement re- 
flexion il faut que le plan de la section perpendiculaire coupe la surface dans 
une courbe reelle; il faut donc que le point P soit exterieur a la section 
principale. Si le point P coincide successivement avec les deux points L et K, 
ou la tangente en N coupe la surface principale, les courbes reflechissantes 
correspondantes se reduiront ä ces points m&mes renverront le rayon incidant 
respectivement vers les deux points N et R. Ces deux points s’obtiennent 
facilement, parcequ’ils sont les points de contact sur les deux tangentes nou- 
velles ZN et KR qu’on peut mener ä la focale par les deux points ZL et K. 

Les points N et R sont les deux points limites de la partie eclairee 
NM'R de la focale par les rayons emanes du point M. 

8. Si au lieu de l’ellipse focale on suppose l’hyperbole focale, pergant 
l’ellipsoide dans ses ombilics, il faut distinguer les deux cas, oü les rayons 
frappent, soit la partie concave, soit la partie convexe de la surface. Ici se 
presente comme cas parliculiere celui ou les rayons @emanent d’un ombilic, et 
celui ou les rayons incidents sont paralleles a une des deux asymptotes de la 
focale, en formant un cylindre droit ä base circulaire. 

Je n’enterai pas dans ce detail et je ne discuterai pas non plus le cas des 
autres surfaces du second degre; cette discussion ne prösente aucune difficulte. 

Bonn, au mois de Mars 1847. 
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8. 


L,eonarvdı EuLerı Commentatio de Matheseos subli- 
mioriıs utılitate 


ex aulographo edidit @. Friedlaenderus. 


Berolini MDcccexLvim. 





Luzonanı Evrerı ea, quam nune publici juris facturus sum commen- 
talio. quantum comperire mihi licuit, nondum in Jucem prodiit, immo ne cognita 
quidem cuiquam videtur: quippe cujus neque Nicolaus Fufseus meminerit in 
Eulerianorum operum indice !), quem immortalis viri elogio adjecit, neque 
junior ille P. H. Fufstus, qui eum indicem et examinavit et auxit. Jam vero 
priusquam hie vir doclissimus ex uberrimis Petropolilanae academiae thesauris ?) 
promissum ?) seleclarum Frideric: Magni et Euleri epistolarum librum edi- 
derit. propter rei gravilalem eliam hanec disserlalionem, cujus autographum in 
patris colleclione asservalur, seorsim publicatam lectoribus gratam fore judi- 
cavi, praeserlim si causam, qua duclus Kulerus eum commentariolum con- 
seripsit, ex adjeclo Merian: *) libello comperissent, quem ille anno 1792 coram 
doclis Berolinensis academiae sodalibus reecitavit, Kulerus enim, cum primum 
Berolini (anno 1741) consedit, Jordan: auctoritate motus conslituit, aliquam 
scriplionem componere, unde Rex de matheseos sublimioris utilitate edoceretur, 
eumque in usum hasce schedulas conscripsit. Quae utrum ab Jordano in galli- 
cum sermonem versae, an de latine scriplo ab eodem coram Rege recitatae 
fuerint hodie, nequit dijudicari. 





') Lobrede auf Herrn Leonhard Euler. Basel. 1786. 


*) Non multo ex tempore Bibliotheca regia Berolinensis donatam ab heredibus 
Formeyanis collectionem epistolarum possidet, quas Jo. Alb. Eulerus ad patrem Pe- 
tropoli dedit, inde ab anno 1761 ad 1790 pertinentes. 

°) Correspondance mathematique et physique de quelques celebres geometres du 
ISwe siecle. Petersb. 1843. 8. p. 35. 

+) Ancillon. Eloge de Merian. p. 61. 
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(Manu v. d. Merian: scriptum. ) 


Lu le 15 Novbr. 1792. 


Ji trouv6, dans les papiers delaisses par feu Mr. Jordan, pere de 
ma femme, ce petit Memoire du grand Kuler, ecerit de sa propre main. que 
je vais avoir l’honneur de vous lire. 

Aussitöt qu’il frappa mes regards, je me rappelai parfaitement le but 
dans lequel il fut compose, comme j’en tenois le recit de la bouche meme 
de Mr. Euler, et comme j’ai eu depuis plus d’une occassion de le verifier. 

Quand Frederic Il., encore jeune prince, commenga ses etudes de Geo- 
mötrie, son esprit pr&coce et ardent voulut anlieiper sur tout: ayant parcouru 
d’un oeil fugitif les differentes parties des Math@ematiques, il desira de savoir 
l’application et l’usage de chacune de ces parties, mais surtout celui de la Geo- 
metrie transcendante. Sa curiosit& infatigable fatigua ses maitres. L’un d’eux. 
soit que lui-meme n’en süt pas plus loin, soit pour se debarrasser des impor- 
tunites du jeune questionneur, s’attacha a lui persuader que le calcul infinitesi- 
mal n’etoit qu’une affaire de pure ostentation sans utilit@ reelle, que la methode 
ordinaire suffisoit a tout, et que celle des infinement pelits n’aboulissoit qu’a des 
subtilites infiniment vaines et steriles. 

Cependant malgre le soin que l!’on avait pris de le nourrir de ce pre- 
juge, son esprit eloit trop penetrant pour y acquiescer sans röserve, et ne 
pas se douter qu’on pouvoit l’avoir induit en erreur. Pour se detromper en- 
tierement, il eut fallu sans doute qu'il se familiarisät un peu avec ce nouveau 
calcul, ou que du moins il en acquit les notions les plus essentielles; mais il 
ne tarda point a avoir bien d’autres choses ä calculer. 

Ce qui fait voir evidemment combien ce prejuge influoit peu dans sa 
conduite, c’est qu’a peine monte sur le tröne, il fit tout son possible pour alli- 
rer chez lui les premiers geometres de l’Europe, et recompensa royalemen! 
ces memes travaux qu’on lui avoit depeints comme etant si inutiles et si fri- 
voles. Il n’eüt pas tenu a lui que toute la famille des Bernoulli, le pere 
et les deux fils ne se transplantassent dans notre capitale, oü il les appela 
sous les conditions les plus honorables et les plus lucratives. Mr. Euler s’y 
rendit de Petersbourg et fut succede depuis par Mr. de la Grange. Mr. de 
Maupertuis a longtemps preside a cette Acadcmie. 

Tout cela n’empöcha pourtant pas le Roi d’entretenir des doules au 
sujet de la Geometrie sublime. Des le commencement de son regne, c’eloil 
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encore la maliere la plus frequente de ses conversalions avec les savants qui 
l’entouroient, et dans le commerce desquels il se delassait des soins du gou- 
vernement. Ce fut alors que Mr. Jordan s’adressa ä Kuler nouvellement 
arrive, pour lui demander un court expose des principaux avantages qui resul- 
toient pour les sciences de l’analyse des infinis, afin de pouvoir s’en servir 
dans l’oceasion. Personne n’eloit plus propre pour cette täche que Mr. Euler. 
Il savait repandre la plus grande clart@ sur les matieres les plus abstruses et 
descendre des plus haules regions de la Geometrie jusqu’a la portce la plus 
commune. Ü’est ce qu’on voit dans ses leilres francoises a une princesse d’Alle- 
maene, et c’est ce que l’on retrouvera dans ce Memoire latin. 

Au resie, je ne sais quel emploi Mr. Jordan a fait de ce Memoire, 
s’jl l’a traduit en frangois pour le meltre sous les yeux du Roi, ou bien s’il s’est 
borne ä lui en rapporter le contenu. 

Mais ce qui prouve combien il importe de donner de bonne heure ä 
la jeunesse, et surlout aux jeunes princes, des idees justes de toute chose, ou 
du moins de ne leur en jamais donner de fausses, c’est que le roi Frederic 
a ete toule sa vie flottant et incerlain au sujet du calcul infinitesimal, et que 
cette fluctualion paroissoit l’embarrasser et quelquefois veritablement l’inquieter. 

Je parle ici d’apres ma propre experience. La premiere fois que je 
parus devant ce grand prince, il me fit sur ce sujet des questions, en m’en- 
joignant de lui dire en conscience ce que jeen pensois. Je repondis avec la 
modestie qui me convenoit, que j’avais malheureusement trop neglige mes 
ötudes math@maliques, apres avoir eu le bonheur d’en poser les fondements dans 
ma patrie sous les Dernoulli, que cependant je eroyois en avoir assez retenu 
pour pouvoir assurer ä Sa Majeste que le calcul infinitesimal &toit une des plus 
belles et des plus sublimes decouvertes de l’esprit humain, qu’il avoit fait faire 
des pas de geant A la Geometrie tant pure que mixte ou appliquce a la phy- 
sique, que par son moyen on eloit parvenu ä resoudre des problemes absolu- 
ment inaccessibles a l’Arithmetique et ä l’Algebre communes, et qu'il facilitoit 
la solution d’une infinite d’autres, qui selon l’ancienne methode exigeroient les 
plus longues et les plus penibles operalions. Pour le rendre plus sensible, 
je eitois, le mieux que je pouvois, quelques exemples, entr’autre le mouve- 
ment accelere ou retarde des planetes et des cometes autour du soleil. Enfin, 
me servant d’un argument populaire, je le priai de vouloir bien considerer 
que, si ce caleul n’etoit pas un objet de la plus haute imporlance, il seroit 


inconcevable. que les plus grands hommes, les Newton, les Leibnitz, les 
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Bernoulli s’en fussent occupes avant tant de zele, et se fussent dispute I’hon- 
neur de son invention avec tant de chaleur et d’animosite, ni que leurs plus 
illustres successeurs, les Euler, les Clairaut, les Dalembert consacrassen! 
leurs veilles et leur vie entiere ä le perfectionner, et a en reculer les bornes. 
Quoique le Roi parut assez satisfait de cet eclaircissement, il y revenoit sans 
cesse et fit encore en ma presence les m&mes questions a Mr. de la Grange, 
lequel y fit ä peu pres les m&mes reponses, quoique beaucoup mieux moti- 
vees et exprimees. 

Mais vovons plutöt ce que Mr. Euler y avait repondu longtemps 


auparavant. 





De Matheseos Sublimioris utilitate. 


O.anguam nunc quidem summa matheseos utilitas a nemine in dubium 
vocari solet propterea quod variae disciplinae et artes in vita communi neces- 
sariae sine ejus cognilione tractari nequeunt, haec tamen laus a plerisque in- 
ferioribus tantum istius scienliae partibus et tanquam elementis ita propria esse 
putatur ut eam partem, quae ob excellentiam sublimior vocari solet, omni usu 
atque ulilitate carere arbitrentur. His seilicet qui ita sentiunt mathesis sublimior 
telae araneae similis videtur, quae ob nimiam subtilitatem omni utilitate destituatur. 
Cum autem universa mathesis in investigatione quanlitatum incognitarum verselur, 
atque in hunc finem vel methodos et quasi vias ad veritatem ducentes patefaciat, 
vel ipsas veritates maxime reconditas eruat atque in lucem protrahat, quorum 
altero vis ingenii acuitur, altero cognilio nostra amplificatur: in neutro certe nimium 
operae collocari potest. Cum enim veritas non solum ipsa per se sit laudabilis. 
sed eliam ob summum nexum, quo cunctae veritates inter se cohaerent, utilitate 
vacare nequeat, eliamsi non stalim usus perspiciatur; objectio illa, qua mathesis 
sublimior nimis profunde in investigatione veritalis penetrare arguitur, in laudatio- 
nem potius quam viluperium scientiae vertitur (abit). Neque vero in hac aliquanto 
nimis abscondita laude acquiescendum est, quin potius luculenter ostendi potest, 
analysi sublimiori non solum eandem ulilitatem, quae vulgo in elementari ma- 
thesi agnoscitur, tribui oporlere, sed etiam ejus usum multo latius patere. Tan- 
tum scilicet abest, ut nunc quidem mathesis ultra necessitatem sit exculta, ut 
potius insignis adhuc ejus perfectio desideretur, et hoc quidem pro iis ipsis 
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diseiplinis, in quibus prima fere rudimenta vulgo sufficere videantur. In hac 
igitur disserlatione demonstrare constilui, eam utilitatem, quae communiter ele- 
mentis malhemalieis concedatur, in sublimiori mathesi non solum non cessare, 
sed eliam continuo crescere quo ulterius eliamnum ista scientia promoveatur, 
neque eam adhuc eousque esse excullam, quanlum ejus usus maxime vulgaris 
plerumque postulet. Ad hoc luculenter ostendendum, eas disciplinas percurram, 
quarum ulilitas alque adeo necessilas ab omnibus agnosei solet, cujusmodi sunt 
Mechanica, Hydrostalica, Astronomia, Artilleria, Navigatio, Physica et Physio- 
logia, alque evidenter monstrabo, quo majorem utilitatem ab his disciplinis ex- 
pectemus, eo sublimiorem analysin ad eas requiri, atque adeo, si quando fructus 
hine pereipiendus spem nostram fallat, causam in ipsa subtiliori mathesi plerum- 
(le esse posilam, quod nondum satis sit exculta. 

Hoe igitur primum de mechanica ostensurus, non eam mechanicae partem 
intellectam volo, quae in enodandis motibus complicatissimis iisque ad primas 
molus leges revocandis versalur: hane enim sine subtilissima analysi tractari 
non posse, extra omnem dubitationem est positum. Quamvis enim haec me- 
chanicae pars quasi sublimior sit utilissima, tamen eandem objeclionem incurrere 
solet, a qua universam mathesin sublimiorem hic vindicare constitu. Loquar 
itaque hoc loco de ipsa mechanica in elemenlis tradi solita, quae ad usum com- 
munem omnis generis machinas suppeditat, alque ob hoc ipsum maximae utili- 
tatis laude extolli sole. In hac mechanicae parle crassiore machinae tantum 
'alione stalus aequilibrii considerantur, alque vis seu potentia determinatur quae 
oneri per machinam sustinendo sit par, ipse autem oneris motus, qui tamen 
in praxi polissimum speclari debebat, omnino negligitur. Cum enim ostensum 
sit ab hujusmodi mechanicae seriptoribus, quanta vis in quaque machina requi- 
ratur ad onus in aequilibrio sustentandum: si onus moveri debeat, nil aliud 
praeeipere solent, nisi ut vis major, quam aequilibrii status postulat, intendatur. 
Etsi vero tum oneris molus subsequitur, tamen ipsum motum, utrum futurus 
sit tardus an celer, minime determinant, neque ad circumstantias, quibus mo- 
tus aflieitur, respieiunt. Hine fit, quod operariis practicis est notissimum, ut 
saepissime machinarum effectus spem, quam de iis conceperant, vehementer 
fallant, multoque minus praestent quam expectaverant. Quin etiam causa hujus 
defectus theoriae tribuitur alque ideirco machinae per theoriam inventae admo- 
dum suspeclae haberi solent, antequam per praxin sint approbatae. Hanc igitur 
machinarum theoriam, quae in mechanica elementari traditur, summopere man- 


cam esse ommes agnoscunt, simulque certiorem theoriam, quae a praxi minus 
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abludat, desiderant. At vero mechanica vulgaris hoc minime praestare valet; 
cum enim solis prineipis staticis, quibus solum aequilibrium est propositum, 
innilatur, quam primum motus definiendus occurrit, aqua ipsi haeret, neque 
se ullo modo extricare potest. Ad theoriam ergo machinarum perficiendam 
omnino ipse motus, qui sublato aequilibrio oritur, definiri debet, in quo negotio 
praeter vim sollicitantem ad omnes causas extrinsecas molum impedientes, cujus- 
modi sunt friclio et resistentia aeris, imprimis spectari oporlet. In subsidium 
ergo vocari debet mechanica subtilissima, quae in molibus maxime perplexis 
enodandis occupalur, hie autem sine analysi sublimiori alque calculo infinitorum 
ita nihil effieci potest, ut omnia incrementa, quae adhuc accesserunt et quae 
omni utilitate carere videntur, vix sufficiant ad simplieissimarum machinarum 
motus explicandos. Ostendi hoc clarissime in disserlatione quadam, quam Pe- 
tropoli *) demachinis simplieibus et compositis conscripsi, ubi motus et ellectus, 
qui quovis casu producuntur, per analysin sublimiorem determinavi. Prae- 
terea vero cum idem effectus propositus per plures imo innumerabiles machinas 
tam ejusdem quam diversi generis obtineri queat, ex his eam investigare docui, 
quae vel brevissimo tempore vel minimo virium dispendio optatum ellectum 
producat, cujus problematis solutio, uti in vitam communem amplissimum usum 
transfundit, ita eliiam maximam calculi atque analyseos infinitorum vim requirit. 
Pluribus adhuc aliis rationibus summa matheseos sublimioris utilitas, quam per 
mechanicam in vitam communem transfert, declarari posset, sed quae hic bre- 
viter commemoravi, abunde sufficere videntur ad id, quod mihi proposueram, 
evincendum, scilicet non solum mathesin sublimiorem maximam in mechanica 
habere utilitatem, sed etiam elementarem, cui vulgo omnis utilitatis laus adscri- 
bitur, sine ea fere nihil valere, et ubique claudicare. 

Transeo itaque ad hydrostaticam, sub qua simul hydraulicam complector, 
unde quanta commoda in vitam communem promanaverint, nemo est qui ignorat. 
Verum si ad vulgarem hydrostaticam, qualis in elementis tradi et quae tan- 
quam origo omnium illorum commodorum speclari solet, attentius respieiamus, 
multo magis ii. qui praxin exercent, conqueri solent, quam parum saepenu- 
mero successus theoriae respondeat. Neutiquam vero hae querelae ratione de- 
stituuntur, nam ea aquarum fluentium theoria, quae vulgo in scholis explicatur, 
maximam partem esi erronea et a veritate plurimum abhorret, unde non mirum, 





*) De machinarum tam simplicium quam compositarum usu maxime lucroso. (Comm. 
Petrop. X. 1747. p. 67.) 
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lam exiguum plerumque ejus cum experientia consensum deprehendi. Quo igi- 
tur felicius commodis publieis consulatur, in locum hujus theoriae falsae vera 
substitui debet, quae aulem vires matheseos communis tam longe superat, ut 
sine analysis sublimioris adminieulo nihil prorsus in hoc negolio effici possit. 
Clarissime hoe perspicere licet ex celeb. Danielis Bernoulli *) libro ex- 
cellentissimo quem de hydrodynamica publicavit, in quo primus veras leges, 
quas fNluida in motu observant, detexit atque ad usum accommodavit. Tum 
vero eliam ejus Pater pro summo quo jam pridem inclaruit acumine ingenii 
easdem leges ex aliis prineipiis demonstravit, sicque veram theoriam aquarum 
Nuentium corroboravit. Ex utriusque autem tractatione calculo infinitorum re- 
fertissima luculenter perspieitur, ignoranliae analyseos sublimioris potissimum 
esse tribuendum, quod tam sero ad veram theoriam hydraulicam pervenerimus, 
alque adeo insignis adhuc hujus scientiae amplificatio requiritur, anlequam ista 
Iheoria ad summum perfectionis gradum, cum quo simul maxima ulilitas sit 
conjuncla, evehatur. 

Astronomiam unam ex ulilissimis matheseos parlibus esse ab omnibus 
facile conceditur, et cum ejus ulilitas ex veritate atque consensu theoriae cum 
coelo pendeat, dubitari nequit, quin utilitas simul cum perlectione scientiae 
crescal. Antehac cum verum corporum coelestium eorumque motuum systema 
adhuc esset incognilum, arithmelicae et elementorum geometriae cognilio cum 
oplica astronomo sufficere poterat. Postquam autem Keplerus veras leges 
molus corporum coelestium delexisset, ipse statim senlire coepit, mathesin 
elementarem astronomiae ulterius excolendae minime esse parem. Newfonus 
autem, qui id, quod Keplerus inchoaverat, mirifice perfecit, quantum apparatum 
malheseos sublimioris ad hoc negotium adhibuerit, nemini dubium esse potest, 
qui ejus incomparabile opus perlustraverit. Hinc novimus, planetas circa solem 
in ellipsibus eircumferri, areasque temporibus proporlionales abscindere, unde 
ad tabulas motuum planelarum construendas quadratura ellipseos opus est, quae 
cerie malhesin elementarem superat. Multo magis autem alia utilissima et maxime 
necessaria problemata, quae ad ipsas planetarum orbitas ex observationibus 
determinandas pertinent, auxilium ab analysi sublimiori exigunt, alque impri- 
nis sine his subsidiis vix quiequam circa cometarum vias explorari potest, quem- 
admodum el ego ostendi in miscell. Berol. volumine VI. **) Lunae theoriam 





*) Dan. Bernoullit Hydrodynamica Strasb. 1738. 4. 
**) Eulerus: Determinatio orbitae cometae a. 1742 observatae in Miscell. Berol. VII. p.1. 
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autem quanquam Newtonus felicissime adumbravit ac firmissimis rationibus 
confirmavit, tamen eam ad oplatum finem perducere non potuit. Requiruntur enin 
ad ejus perfectionem tot diffieillimorum problematum mechanicorum solutiones. 
ad quas analysis infinitorum, quantumvis ea plerumque jam exeulta videalur. 
minime sufficiens deprehenditur. Quod denique ad observaliones attinet, eas ob 
refractionem corrigi debere notissimum est, ad tabulam autem refractionum con- 
dendam sola experientia non sullieit, sed requiritur theoria ex qua pro quavis 
altitudine apparente effectus refractionis definiri queat. Haec autem subtilissimos 
calculos ex analysi sublimiori omnino postulat, quemadmodum lueulenter mon- 
stravit Celeb. Bouguer *) in dissertatione hac de re Parisiis edita. Ex his 
igitur conficitur, astronomiam non solum analysi infinitorum maxime indigere. sed 
eliam ipsam analysin nondum tantopere esse excultam, quantum usus astrono- 
micus requirat. 

Artilleria seu Pyrotechnia vulgo quoque parlibus matheseos annumeratur. 
hocque nomine matheseos ulilitas in bellieis disciplinis imprimis effertur. Praeter 
trivialia autem quaedam problemata geometrica, quibus ex diametris globorum pro- 
jiciendorum eorum pondus et vice versa quaeritur, polissimum spectari solet via. 
quam globus ex tormento projectus describit, hincque regulas sibi formant secun- 
dum quas tormenta dirigi debeant ut globus datum locum feriat. Assumunt autem 
in hoc negotio mobile projectum parabolam describere, uti Galilueus ostendit. 
quod autem, nisi motus in vacuo fiat, veritali non est consentaneum; fallunt 
igitur vehementer regulae et tabulae, quas ex hac hypothesi formaverunt. ipsis 
fatentibus artifieibus, atque adeo errorem in theoriam conjiciunt, eam, nisi per 
praxin emendetur, nihil valere autumantes. (Quamvis autem aer sit fluidum 
adeo subtile ut ab eo resistenlia sensibilis oriri non posse videatur, tamen in 
motibus velocissimis, cujusmodi sunt globorum ex sclopelis et tormenlis ejacula- 
torum, tanla aeris vis cerniltur, ut via in aere descripla a parabola maxime 
abhorreat. Ad hunc ergo insignem errorem tollendum loco parabolae perperan 
ad hunc usum adhibitae induci debet vera illa linea curva, secundum quam 
mobilia in aere projecla moventur. In qua invenienda Newionus multum desu- 
dasse videtur, neque lamen summa ejus in analysi sublimiori dexteritas ipsi ad 
hoc problema solvendum sufficiebat, honorem ergo hujus inventionis Celeb. 
Joh. Bernoullio **) reliquit, ex quo suflicienter apparet, quantopere in mathesi 





*) Essai d’oplique. Paris 1729. 8. 
**) De motu corporum gravium pendulorum et projectilium. (Op. T. I. 515.) 
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sublimiori versaium esse oporteat eum, qui has pyrotechniae quaestiones ad- 
aequale resolvere voluerit. Deinde etiam haec pyrotechniae ars ob ignora- 
lionem prineipiorum, quibus innilitur, nil minus adhuc quam nomen scientiae 
meruit; praeler ipsum enim corporum explosorum motum vis atque actio pul- 
veris pyrii accensi, in qua cardo negolii versalur, nondum salis est explorata. 
Nuper demum soilerlissimus Anglus Aobens *) veram theorian circa vim pulveris 
pvrii per profundissima ralioeinia elicuit, determinavit seilicet primo, quantam 
vim pulvis pyrius, slalim ac ignem coneipit, exerat et quanta celeritate globum 
ex tormento expellat, tum vero ipsum globi explosi 'motum accurate assignal. 
In quibus expediendis, eisi experimenta ipsum plurimum adjuverint, tamen nisi 
analysi sublimiori fuisset probe instructus, neque haec experimenta excogitare, 
neque quiequam ex iis concludere potuisset. 

Circa navigalionem brevior esse potero, vix enim quemquam fore ar- 
bitror,. qui usum matheseos sublimioris in hoc negotio negare audeat. Si enim 
ad cursus navium qui per oceanum suscipiuntur attendamus, stalim se offert 
Iinea loxodromica, eujus invenlio certe mathesi elementari tribui nequit et per 
quam fere omnia problemata, quae eirca cursum instituendum proponi solent, 
resolvuntur. Deinde vero universa:hujus disciplinae theoria, qua fundamenta 
{am construelionis quam gubernationis navium conlinentur et evolvuntur, ita 
est ardua et profundissimam cum mechanicae tum hydrostaticae cognitionem re- 
quirit, ut sine analyseos sublimioris subsidio nihil prorsus praestari possit. Deter- 
minalio silus, quem navis in aqua occupat, ingentem ealculum postulat, unde 
si figura et onerationis ratio definiri debeat, quo navis firmiter in suo situ per- 
severel. vim velorum suslineat alque subversioni reluctetur, ad abstrusissi- 
mos calceulos est deveniendum. Postmodum quomodo navis sit dirigenda el 
vela disponenda ut propositus cursus maxime relinealur, eliamsi ventus obsistat, 
nisi analyseos sublimioris beneficio determinari nullo modo potest.  Quae 
omnia ovidenlissime cognosei possunt ex Celeb. Bernoulli **) excellentissimo 
tractatu de manuaria nautica, egoque fusius exposui in binis libris, quos de 
scientia navali econscripsi, ila ut ex hac parte nullum prorsus dubium super- 
esse possil. 

Etiamsi physica, quae in cognoscendis omnium phaenomenorum, quae in 
mundo speclantur. causis occupatur, omni aperta ulililate carerel, tamen ob 





*) Robins: New principles of gunnery. London 1742. 8. 
*:*) Essai d’une nouvelle theorie de la manoeuvre des vaisseaux. Basle 1714. 4. 
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summam objecli, circa quod versatur, dignitatem alque exellentiam a homine 
veritatis amante nullo modo negligi posset. Hine igitur omnes eae disciplinae 
quae ad physicam uberius exolendam et perficiendam inserviunt ob hoc ipsum 
summopere utiles essent censendae. At vero physica non solum utilitate non 
carel, sed etiam uberrimos fructus in vitam communem imporlal, ex quo eo 
major matheseos utilitas erit censenda, si ostendero, sine ea in physica nihil 
omnino profici posse. Ac cerie pleraque phaenomena, quae quidem explicare 
valemus, aeque ad mathesin atque ad physicam perlinent, cujusmodi sunt ea. 
quae per mechanicam, hydrostaticam, aeromelriam, oplicam ei astronomiam ex- 
plicantur. In omnibus autem phaenomenis, in quibus mutalio quaepiam speela- 
tur. inprimis ad motum est respiciendum, unde is ei quomodo effieialur, 
quasnam varialiones perpeliatur, et hujusmodi alia, quae plerumque profun- 
dissimam mechanicae cognitionem requirunt; quando autem natura fluiditalis se 
cuipiam phaenomeno immiscet, tum ex hydrodynamica multo accuraliori nolilia 
est opus. Cum igitur in mundo omnes multaliones per molum effieiantur, per- 
spicuum est, nisi mechanica seu molus seientia in subsidium vocelur, ne unicam 
quidem mutationem in mundo evenientem recle explicari posse. Casus aulem. 
qui in natura videntur simplieissimi, si penitius (sic) inspiciantur et secundum leges 
mechanicas inquirantur, plerumque tantopere fiunt intricali, ut eliamsi analysis 
sublimioris usus concedalur, tamen enodatio perlecla ejus vires superet. Maxime 
hoc usu venit in physiologia, quae in explicandis molibus corporis animalis 
versatur: haec uli est pars physicae, ita phaenomena explicatu multo diffieiliora 
oceurrunt, ad quae praeler consummatam motuum tam solidorum quam fluidorum 
notitiam profundissima analyseos infinitorum cognilio requiritur. Quis enim his 
adminiculis destitutus audebit in motum sanguinis ex corde expulsi ejusque 
per arterias et venas promolionem inquirere? ante cerle quam ista explicatio 
suscipialur, multa eaque difficillima problemata resolvi debent, quibus aualysis 
sublimior, utcunque ea exculta videatur, vix adhuc accomodata judicari potest. 
Haec vero omnia luce meridiana fient clariora, si scripla eorum, qui phaenomena 
cum ad physicam tum ad physiologiam pertinentia rationali modo explicare sun! 
aggressi. ..... Inter haec solum Borellx *) librum de motu animalium nominasse 
sufficiat, ex quo fere ubique apparet, maximam analyseos vim requiri ad ea 
enucleanda, quae suscepisset, ob hunc enim defeclum frequenter anxius haeret 
neque unde auxilium pelat habet. Etiamsi enim pro eo tempore quo vixeral 





*”) J. Alph. BDorelli: de motu animalium. Romae 1681. 2 Voll. 4. 
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esset malheseos peritissimus, tamen deinceps demum ea accesserunt incremenla, 
quae in hujusmodi investigationibus opem ferre queant. 

His igitur instituto meo, quo summam analyseos sublimioris utilitatem 
declarare conslitueram, abunde me satisfecisse arbitror. Quamvis enim pluri- 
bus aliis rationibus hoc idem uberius confirmari posset ostendendo, quantum 
vis ingenii per eam acuatur alque ad veritaiem indagandam aptior reddatur, 
tamen quia contra has raliones ab osoribus matheseos multum excipi posset, 


in islis,. quae attuli et quae nullo modo refelli possunt, acquiesco. 
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Neue Theoreme der höheren Arıthmetik. 


(Von Herrn Dr. phil. @. Eisenstein, Privatdocent zu Berlin.) 





Angeregt durch die gewichtigen Worte in No. 266. von Gaufs „Disquisi- 


’ 


liones Arithmeticae,” unternahm ich vor längerer Zeit eine ausführliche Unter- 
suchung der quadratischen Formen mit mehreren Variabeln; die Früchte meiner 
Forschungen in diesem grofsen Felde zu publieiren bin ich bis jetzt theils 
durch andere Arbeiten, theils durch den Wunsch nach gröfserer Vereinfachung 
der Theorieen abgehalten worden. Ehe ich daher an die Herausgabe einer 
umfangreichen Abhandlung über diesen Gegenstand gehe, glaube ich den Freun- 
den der Zahlentheorie vielleicht keinen unangenehmen Dienst zu erweisen. 
wenn ich ihnen einstweilen einige neue Sätze mittheile, welche sich haupt- 
sächlich auf positive ternäre quadratische Formen beziehen. 

Die Grundzüge zu einer Theorie der ternären Formen, welche später 
von ÖSeeber in einem besondern Werke weiter verfolgt worden sind, finden sich 
in Disq. Arithm. in der zweiten Hälfte der fünften Section von No. 266. an. 
Es ist sehr wahrscheinlich, dafs @aufs seine Untersuchungen viel weiter aus- 
geführt hat, als er am angeführten Orte sehen lälst; indessen führt er uns dort 
die ternären Formen nicht um ihrer selbst willen vor. sondern nur in einer 
Digression und als Hülfsmitte! für die Theorie der binären Formen, um diese 
letztern durch jene näher zu beleuchten. — Die Nomenclatur, welcher sich Seeber 
in seinem Werke bedient, weicht in einigen Puncten von der Gaufsischen 
ab; ich werde hier bei derjenigen bleiben, welche @aufs eingeführt hat. Hier- 
nach ist eine ternäre quadratische Form oder schlechthin eine ternäre Form 
ein Ausdruck von folgender Gestalt: 

az-+ aa" Ha" + 2b" 22V aa" 20a = f, 
in welchem die Coöfficienten a, a’, «, b, b', 6’ gegebene, die Gröfsen x, x, «" 
unbestimmte oder variable ganze Zahlen vorstellen. Die Form 
Ax+ Aa" A'c"”--2Beaz"+2B aa" 2B"ce —= F, 
in welcher 
A= d%’—udua', A b"—au, A'"—= V"—au, 
B=ab—liV', D—= ab—bW, B'—a'b"— bb 
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ist, nennt Gaufs die zugeordnete Form der Form f. Die Determinante der 
Form f ist die Coeffieientenverbindung 
ab’-- ab" -- ab" — aaa” — 20V’ W"' — D; 

sie ist zugleich die negalive Determinante des linearen Systems 

"TERRA 

AT PEN 

db, db, « 
welches ich das Formensystem der Form f nenne; das umgekehrte System des 
’ormensvstems mit der Determinante des letztern,. d.h. mit — D, multiplieirt. 
liefert das Formensystem der zugeordneten Form; die Determinante der zuge- 
ordneten Form ist — D*, und die zugeordnete von der zugeordneten = Df, 
d. h. sie geht aus f hervor, wenn man alle sechs Coöfficienten mit D multi- 


plieirt. Wenn f durch eine lineare Substitution 


! " 
PIE en 
A, 9, PB" u S, 
Ars a,! af! 
"u a se 
deren Coöffiecienten ganze Zahlen und deren Determinante —= +1 ist, in eine 


andere ternäre Form f’ übergeht, wodurch zugleich der Rückweg von f’ zu f 
durch das umgekehrte System des Systems 8, welches ebenfalls ganze Coef- 
Iieienten hat, gegeben ist, so heifsen die beiden Formen f und f! äquwivalent. 
Ihre zugeordneten Formen #' und #” sind dann ebenfalls äquivalent und man 
erhält die Substitution von F' in F", wenn man das System S umkehrt und 
dann transponirt, d. h. die Verticalreihen zu Horizontalreihen und die Hori- 
zonlalreihen zu Verticalreihen macht. Äquivalente Formen haben dieselbe Deter- 
minante, denn das Formensystem von f’ wird erhalten, wenn man das Irans- 
ponirte System des Systems S'‘, das Formensystem von f und das System 8 
selbst in der genannten Reihenfolge mit einander zu einem neuen Systeme 
zusammenselzt. Zu diesen algebraischen Beziehungen ist noch hinzuzufügen, 
dals für äquivalente Formen derselbe gröfste gemeinschaftliche Theiler der 
Goeöllieienten der Formensysteme Statt findet. Alle unter einander äquivalenten 
Formen werden jedesmal in eine Classe zusammengefafst; alle Formen einer 
(lasse haben dieselbe Determinante; aber dieser Satz gilt nicht umgekehrt, 
sondern zu jeder Determinante gehört eine gewisse Anzahl Classen ternärer 
l'ormen, welche, wie @aufs bewiesen hat, immer endlich ist. Dieses letztere 
Resultat gilt übrigens, um es beiläufig zu sagen, allgemein, und wenn man 
den Begriff des Formensystems, der Determinante und der Äquivalenz auf 
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Formen mit rn Variabeln erweitert, so gehört für quadralische Formen mil 
n Variabeln zu jeder Determinante eine endliche Anzahl Classen. 

Die Eintheilung der ternären Formen in bestimmte und unbestimmte 
und die der erstern in positive und negalive ist nicht auf ganze Werthe der 
Coöfficienten und der Variabeln beschränkt. In der That lälst sich jede ter- 
näre Form mit reellen Coöfficienten und reellen Variabeln durch eine lineare 
Substitulion mil reellen Coeflicienten in eine Form transformiren,. wie 


221g 
| 


m ı ‚mem 


€ ”. S au Ss, 
in welcher &, €, €’ den Werth +1 


ist die Form, von welcher man ausging, eine positive; sind &, €, &” alle drei 


Sr 


ıaben. Sind nun &, €, &’ alle —--1. so 


—= —1, so ist sie eine negalive; in den sechs übrigen Fällen ist sie eine 
unbestimmte Form. Diese Betrachtung gilt ebenfalls allgemein; nämlich jede 
quadratische Form mit n reellen Variabeln und reellen Coefficienten kann durch 
eine reelle Substitution in ein Aggregat von rn Quadralen transformirt werden. 
welche entweder durch -—- oder durch — verbunden sind; sind nun hier alle 
n Quadrate mit —- oder alle n mit — behaftet, so ist die Form eine bestimmte, 
im ersten Fall eine posilive, im zweiten eine negalive; linden dagegen Zei- 
chenwechsel Statt, so ist sie eine unbestimmte Form und man kann für letztere 
noch Unter- Abtheilungen nach der Anzahl der Zeichenwechsel machen: jede 
unbestimmte Form kann man übrigens auf diese Art in ein Aggregat von 
bestimmten Formen verwandeln. deren Anzahl bei ternären Formen immer 
—2 ist. Durch Betrachtung der positiven Formen sind zugleich die negativen 
erledigt, welche aus jenen hervorgehen, wenn man alle Coölfieienten mit —1 
multiplieirt. Characteristische Eigenschaften der positiven Formen sind (aufser- 
dem dafs sie für alle reellen Werthe der Variabeln keine negativen Werlhe 
annehmen können): dafs alle reellen Werthe der Variabeln, für welche eine 
positive Form einen und denselben Werth annimmt, zwischen ganz bestimmten 
Grenzen eingeschlossen sind, und dafs sie den Werth Null nur dann erhalten 
können, wenn sämmtliche Variabeln —= 0 gesetzt werden. 

Wenn man in das Substitulionssystem 8 für die Coöflicienlen @, @ ele. 
alle möglichen ganzen Werlhe successive einführt, welche die Determinante 
des Systems —-;-1 machen, und der Reihe nach alle daraus hervorgehenden 
Transformationen auf eine gegebene Form f anwendet. so wird man nicht 
stets lauter verschiedene Formen erhalten, sondern die Form f wird wieder- 
kommen, und es werden überhaupt Formen wieder erscheinen, welche schon 


einmal da waren; man erhält durch diese Operation alle Formen der Classe A 
16 * 
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der Form f, aber jede nicht einmal, sondern mehrmals; ja selbst unendlich oft. 
Wenn irgend eine dieser Formen nur eine endliche Anzahl mal erscheint, 
was bei positiven (negativen) Formen Statt findet, so erscheint jede andere 
l'orm derselben Classe eben so oft, nämlich so oft, als sich jede Form dieser 
Classe in sich selbst transformiren läfst; es sei Ö mal. Nimmt man nun eine 
Korm irgend einer andern Classe A’ und wendet auf sie ebenfalls alle mög- 
lichen Substitutionen S an, so erhält man jede Form dieser Classe Ö’ mal, 
wenn 0’ die Anzahl der Arten bezeichnet, auf welche sich jede Form der 
Classe A’ in sich selbst oder in jede andere Form derselben Classe transfor- 
miren läfst. Die Substitutionen 8 sind für beide Classen dieselben, dagegen 
enispricht in der Classe A je Ö Substitulionen nur eine einzige Form, wäh- 
rend in der Classe A’ je d’ Substilutionen nur eine Form entspricht. Obgleich 
daher jede Classe in der That unendlich viele Formen enthält, so kann man 
doch, wenn d und Ö’ verschieden sind, nicht mit Recht sagen, dafs die Classe A 
ebenso viele Formen enthielte, als die Classe A’; im Gegentheil kann man 
behaupten, dafs die Formen-Anzahlen dieser beiden Classen im reciproken 
Verhältnifs der beiden Zahlen Öd und Ö’ stehen und dafs der reciproke Werth 
von Ö das wahre Maafs für die Totalität der Formen einer Classe, gewisser- 
mafsen für die Dichtigkeit der Classe sei. Man thut daher Unrecht, wenn 
man bei der Vergleichung oder Zusammenstellung mehrerer Classen, jede Classe 
als eine Einheit zählt, weil, um mich so auszudrücken, nicht jede Classe gleiche 


® > . [} * / 1 .. 
Berechtigung hat; man mufs vielmehr jede Classe nach ihrem Maafse Fi zählen. 


Durch die Einführung dieses neuen Begriffs des Maafses der Classen, wird 
die ganze Theorie der ternären und die aller übrigen quadratischen Formen 
aufserordeullich vereinfacht und, wie ich zu glauben wage, verschönert, wäh- 
rend ohne denselben kaum irgendwie vorwärts zu kommen wäre. Bei den 
binären Formen haben alle Classen dasselbe Maafs, gleiche Dichtigkeit; we- 
nigstens gilt dies für alle Classen derselben Ordnung und mit wenigen Aus- 
nahmen auch für die Vergleichung von Classen aus verschiedenen Ordnungen *); 
daher kommt es, dafs man bei den binären Formen die Maafse der Classen 
ganz vernachlässigen und jede Classe als Einheit zählen kann, denn der Begriff 
des Maafses ist nichts Absolutes, sondern hat nur relativen Sinn bei der Ver- 

5 


’ , 1 
gleichung der Classen unter einander, und man kann statt der Gröfse z auch — 





*) Diese Ausnahmefälle finden Statt, wenn die Determinante ein Quadral, oder das 
Dreifache eines Quadrats ist. Vergl. Disq. Arithm. No. 179. 
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für das Maafs der Classen nehmen, wenn e eine Constante vorstellt, welche 
für alle Classen dieselbe bleibt. 

Unter dem Maafse des Complexes mehrerer Classen verstehe ich die 
Summe der Maafse aller diesen Complex constituirenden Classen: z. B. unter 
dem Maafse aller Classen, welche zu derselben Determinante gehören, die 
Summe der Maafse aller dieser Classen; unter dem Maafse einer Ordnung. 
eines Genus, die Summe der Maafse aller Classen, welche diese Ordnung, resp. 
dieses Genus ausmachen. Das Hauptproblem, welches ich mir nun bei meinen 
Untersuchungen gestellt habe, ist, um es gleich von vorn herein zu sagen, die 
Erforschung des Maafses der Gesammtheit der Classen, welche zu einer Deter- 
minante gehören, und es ist mir gelungen, dieses Maafs für alle Determinanten 
durch allgemeine Formeln auszudrücken. Will man, was vielleicht manchen: 
Leser bequemer erscheint, die Gröfse, welche ich bestimmt habe, unabhängig 
von dem neuen Begriffe des Maafses der Classen definiren, so mufs man sagen. 
sie werde erhalten, wenn man ein System nichtäquivalenter ternärer Formen 
f, f, f', etc. für eine gegebene Determinante Z aufstellt. zu jeder dieser 


Formen die Anzahl ihrer Transformationen d, Ö', Ö", .... in sich selbst be- 
rechnet und die Summe der reciproken Werthe dieser Anzahlen, also die Summe 
RL: erıE 9 
JTryTrpmPr el. 


nimmt. Da es mir in dieser Noliz nicht auf Erschöpfung des Gegenstandes 
ankommt, so will ich annehmen, die Determinante sei ungerade; dadurch ver- 
meide ich die Eintheilung der Formen in eigentliche und uneigentliche, welche 
nur für gerade Determinanten Statt findet. Ehe ich jedoch zu der Darstellung 
der Theoreme übergehe, welche den Hauptgegensland dieser Note bilden, mufs 
ich zuvor die Zusammenfassung der zu derselben Determinante gehörigen Clas- 
sen in Ordnungen vorlragen. 


Eintheilung in Ordnungen. 


Das Prineip, auf welchem die Eintheilung in Ordnungen bei den ter- 
nären Formen beruht, ist wesentlich verschieden von demjenigen bei den binä- 
ren Formen. Wenn man nur solche Formen betrachtet, deren Coöflicienten 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, was wir von jetzt ab durchweg thun 
wollen, so fällt die Eintheilung in Ordnungen bei den binären Formen ganz 
weg. und es bleibt nur die Unterscheidung der eigentlichen Formen von den 
uneigentlichen (Disq. Arithm. No. 226, 227). Bei den ternären Formen bleibt 
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selbsi dann noch, wenn man nur primitive Formen betrachtet, die Eintheilung 
in Ordnungen und beruht hier auf einem ganz neuen Eintheilungsgrunde. Wenn 
die Coäfficienten einer ternären Form f ohne gemeinschaftlichen Theiler an- 
senommen werden, so können immer noch die Coefficienten ihrer zugeordneten 
Form #' einen gemeinschaftlichen Theiler haben, welcher auf keine Art ent- 
[ernt werden kann; es sei (2 der gröfste (positive) gemeinschaftliche Theiler 
der Coöflieienten der Form #), so bleibt (2 für alle Formen f einer Classe 
derselbe, da ja die zugeordneten Formen äquivalenter Formen ebenfalls äqui- 
valent sind und deshalb denselben gröfsten gemeinschaftlichen Theiler ihrer 
Coeöffiecienten haben; jeder Classe entspricht also ein ganz bestimmter Werth 
von (2, den ich, um abzukürzen, den zugeordneten Facior dieser Classe nennen 
will; und man wird alle Classen, welchen derselbe Factor, d. h. derselbe gröfste 
semeinschaftliche Theiler der Coeflicienten der zugeordneten Formen entspricht. 
in eine Ordnung zusammenfassen können, so dafs sich dann alle zu derselben 
Determinante ID gehörigen Classen nach den verschiedenen Werthen, welche 
der zugeordnete Factor £2 erhalten kann, in eine Anzahl von Ordnungen zer- 
legen lassen. Sehen wir, welche Werthe dieser zugeordnete Factor für eine 
vegebene ungerade Delerminante ID annehmen kann. Da es sich hier nur um 


positive Formen handelt, so ist #' negativ. Man setze = — (2%, so wird % 
eine posilive und primitive Form. Die zugeordnete Form von — 2% ist gleich 


dem Producte aus (2° und der zugeordneten von ‘5; andrerseils ist die zuge- 
ordnete von £' gleich If, und da f primitiv augenommen worden ist, so muls 
‘2 in D aufgehen; (2° mufs also quadratischer Theiler von D sein: wenn also 
P keine quadratischen Theiler hat, so exislirt nur eine Ordnung, nämlich die 
Ordnung 2==1. Es sei im Allgemeinen, da D negativ ist. 


D= — 21: 


4 


dann ist offenbar die zugeordnete von 5 gleich — ./f, deren Coeflicienten den 
gröfsten gemeinschaftlichen Theiler 7 haben, und die Determinante von % ist 
— 712, so dafs einerseits die Zahlen (2 und Z, andrerseils die Formen / 
und 5 in Reeciproeität zu einander stehen. Die Wurzeln aller quadratischen 
Theiler von /) können also Werthe von 42 sein; aber es folgt daraus noch 
nicht, dals für alle diese Werthe von 42 wirklich Ordnungen exisliren; die 
Wahrheit dieses Salzes, dafs jedem jener Werthe von 2 eine Ordnung ent- 
spricht, folgt erst daraus, dafs ich das Maafs für alle Ordnungen erforscht und 


dasselbe niemals gleich Null gefunden habe. 
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Wenn nun zunächst D ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen 


und — —A ist, so existirt für eine solche Determinante nur eine einzige Ord- 
nung und deren Maafs ist 
241—1 
» An / 1 


Man kann dies Resultat auch in folgender Art aussprechen: 


„Wenn 4 ein positives Product aus lauter ungleichen Primfactoren ist, 
und man sucht für alle nichtäquivalenten positiven ternären Formen mit der 
Determinante —.f die Anzahl ihrer Transformationen in sich selbst, so ist die 
zwölffache Summe der reciproken Werthe dieser Transformationszahlen, um } 
vermehrt, gleich /, d. h. gleich der negativen Determinante.” 


Die Induclion an einigen Beispielen wird dies deutlicher machen. Für 


die Determinante —1 giebt es nur die eine Form x°--y’--2z°, deren Trans- 


formationszahl 24 beträgt, und es ist 43 - ‚Apbe Für die Determinante — 3 
existiren die beiden Formen 6% 0, 0) und (0 0, s mit den Transformations- 
Anzahlen d=8$, d’—=12, und es ist in der That 

24-4 12)4+3+ = 3; 


während für die Determinante —5 gr Transformations- Anzahlen 8 resp. 4 





der beiden Formen ( 9 und (9 0. - .‚ 1234+»9-4=5 ergeben. Zur 


Determinante —7 gehören drei Classen, welche durch die einfachsten Formen 


1,1,7 2 nz 
(0) 0, 0): (0 0, ee (1 11 repräsentirt werden können; die erste läfst sich 


Smal, die zweite 4mal, die dritte 6mal in sich selbst transformiren und es 
” | 3164 | 
st 2444494) 


Im Allgemeinen habe ich aber zur Bestimmung des Maafses für alle 
Ordnungen folgendes Theorem gefunden, welches das obige als speciellen Fall 
einschliefst. 


Theorem. 


„Es si D=— (24 irgend eine negative ungerade Determinante, 
aus welcher irgend ein quadratischer Theiler (2° herausgezogen ist. Be- 
zeichnet R den gröfsten gemeinschaftlichen Teiler von 2 und A, und 
r, r', r", etc. die verschiedenen Primfactoren von R, so ist das Maafs M 
derjenigen Ordnung positiver ternärer Formen für die Determinante D, 











124 9. Eisenstein, neue Theoreme der höheren Arithmetik. 


welcher der Factor (2 zugeordnet ist, 


— 241-3) H)i-)...-; 


wenn R kein Quadrat ist; ist dagegen R ein Quadrat, so gilt fol- 
gende Formel: 


NM — 4224-1) —) 
wo Q das gröfste in 424 aufgehende Qundrat bedeutet.” 








\Wenn (2 und 4 relative Primzahlen zu einander sind, so ist R —= 
zu nehmen, und dann hat man M—,42.24—0); denn R=1 ist ein 
Quadral und es gilt also der zweite Fall. 

Beispiel. Für die Determinante —9 exisliren zwei Ordnungen, da 9 
die beiden quadratischen Theiler 1 und 3° enthält. Die erste Ordnung, welcher 
der Factor 1 zugeordnet ist, d. h. für welche 2=1, .4==9 ist, enthält zwei 
Classen, welche durch die ae 


- O2 
ae 0,0, und (00 


repräsenlirt werden können; ihre Transformations- Anzahlen sind 


B) 


5 resp. 4 
und ihre Maafse 4 resp. 4, also ist das Maafs dieser Ordnung =. Um die 
Richtigkeit der Formel zu prüfen, hat man zu bedenken, dafs hier A= 1 ist, 
also der zweile Fall des Theorems gilt, und dafs O=-9 ist, weil 2.4= 9 
das eröfste Quadrat 9 enthält; die Formel giebt demnach M — „y (2-9 — 9) 

2,== 2; was mit der Beobachtung stimmt. — Die zweite Ordnung, welcher 
23. /=1 entspricht, enthält die beiden Formen 

1,3, 3\ und (@ 2,3 


0,0,0 0 0, 1 
o=8 ö=12 
ihr Maafs beträgt 4 —- 7% = »%. In Rücksicht auf die Formel gilt wieder der 


zweite Fall, weil 2=3 und /==1 keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, 
also R=—1 ist; ferner ist Q—=1, da 24==3 keinen quadratischen Theiler 
hat, die Formel M = „34 (224— 0) giebt also M —= „(2-3 —1) = 35; 
wie erforderlich. Es ist mir leider nicht möglich ein Beispiel beizubringen, 
welches sich auf den ersten Fall des Theorems bezöge, in welchem A kein 
Quadrat ist, denn die Tabelle von Seeber, aus welcher die Formen entnom- 
men sind *), obwohl sie bis 100 zu gehen scheint, geht doch in der That nur 


» nn 


*) Jedoch mit Übertragung auf die Gaufsische Bezeichnung. 
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bis zur Determinante — 25; dies entspringt aus der abweichenden Definition. 
welche Seeber von einer Determinante gegeben hat; es wäre sehr zu wün- 
schen, dafs ein geschickter Rechner es unternähme die Seebersche Tabelle 
fortzusetzen. Die Transformations- Anzahlen der Formen, deren reciproke 
Wertihe die Maafse der einzelnen Classen sind, finden sich natürlich nicht in der 
Neeberschen Tabelle; ich habe eine sehr einfache und expeditive Methode ge- 
funden, nach welcher ich diese Anzahlen berechne, ohne die Transformationen 
selbst zu kennen. — Obgleich es mir an einem beobachteten Beispiel für den 
ersten Fall des allgemeinen Theorems mangelt, so will ich doch. um das Theo- 
rem in ein helleres Licht zu setzen, ein Beispiel nach der Theorie berechnen. 
welches eine gröfsere Mannigfaltigkeit darbietet. Ich wähle für die Determinante 





u 
— 675 —= — 25-27 diejenige Ordnung, welcher der Factor 3 zugeordnet ist: 
ich setze also 2=—-3 und 4== 175; hier ist A=3, r=—5, und das Theorem 
siebt M — ,:3-795(1— 4) = 75'3-.75.5 — nee  —— $ so dafs also = das 
Maafs derjenigen Ordnung für die Determinante — 675 ist, welcher der Factor 3 
zugeordnet ist. — Man zieht aus dem allgemeinen Theorem leicht die Folgerung. 
dafs diejenige Ordnung, welche zur Determinante — (24 und zum Factor 2 


gehört, dasselbe Maafs hat, wie diejenige Ordnung, welcher zur Determinanie 

- 22 und zum Factor 4 gehört, was auch a priori evident ist, und wir 

sehen zugleich, dafs nicht sowohl die Zahl D, als vielmehr die Zahl (2.4 die 

eigenlliche Bestimmungsgröfse für ternäre Formen bildet, und dafs letztere sehr 
passend slatt ersterer als Determinanle eingeführt werden könnte. 

Es exisliren übrigens für gerade Determinanten ganz ähnliche Sätze. 

wenn man die eigentlichen und uneigentlichen Formen unterscheidet; wie schon 


weiter oben angedeutet worden ist. 


Eintheilung in Genera. 


Die Unter-Abtheilung der Ordnungen in Genera ist bei den ternären 
Formen weit mannigfaltiger, als bei den binären. Bei den leiztern geschieht 
die Eintheilung nach den quadratischen Relationen, welche die durch die Formen 
darstellbaren Zahlen zu den verschiedenen Primtheilern der Deierminante haben. 
und nach den quadratischen Relationen derselben zur Vier oder zur Acht, wenn 
diese Statt finden. Bei den ternären Formen hat man nicht allein die quadra- 
tischen Relationen der Formen selbst, sondern auch diejenigen ihrer zugeord- 
neten Formen zu betrachten, wenn man eine vollständige und erschöpfende 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 2. 17 
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Eintheilung in Genera erlangen will. Es sei D— — 2? 4 die (ungerade) Deter- 
minante einer gegebenen ternären Ordnung, welcher der Factor (2 zugeordnet 
ist. Die Eintheilung dieser Ordnung in Genera beruht auf folgenden Principien. 

1. Zu jedem Primtheiler & von 42 sind die durch eine Form f der 
Ordnung darstellbaren und nicht durch » theilbaren Zahlen entweder sämmtlich 
quadratische Reste, oder sämmtlich quadratische Nichtreste; ich schreibe der 


Form f im ersten Falle den Character fRw, (= 1, im zweiten Falle den 


Character fItw, (£) — —1 zu. Alle Formen der Classe, welche f enthält. 


haben mit f' denselben Character, und dieser kann also auch der ganzen Classe 
zugeschrieben werden. 

2. Wenn durch #=- — 2% die zugeordnete Form der Form f’ be- 
zeichnet wird, so ist ‘5 primitiv und positiv, und die durch % darstellbaren 
und durch irgend einen Primtheiler d von ./ nicht theilbaren Zahlen sind zu 
diesem Primtheiler d entweder sämmtlich quadratische Reste, oder sämmtlich 
Nichtreste. Ich schreibe je nach diesen beiden Fällen der Form f die zuge- 


ordnete quadralische Relation oder den zugeordneten Character JNd, (2) u 1, 


oder den zugeordneten Character INd, H=-—i zu. 


3. Aufser den Primfactoren von 2 existirt keine ungerade Primzahl. 
zu welcher f eine solche bestimmte quadratische Relation hätte, sondern in 
Bezug auf eine Primzahl, welche nicht in f2 aufgeht, als Modul, kann f so- 
wohl quadratische Reste, als auch Nichtreste darstellen; und aufser den in 4 
aufgehenden Primfactoren, existirt keine ungerade Primzahl, zu welcher % eine 
bestimmte quadratische Relation hätte; in Bezug auf eine solche nicht in 4 
aufgehende Primzahl können die durch % darstellbaren Zahlen ohne Unter- 
schied sowohl quadratische Reste, als auch Nichtreste sein. 

4. Keine ternäre Form mit ungerader Determinante stellt ausschliefslich 
Zahlen An--1 oder ausschliefslich Zahlen 4n--3 dar; um so weniger kann 
eine ternäre Form ausschliefslich Zahlen von einer der vier Formen 8n--1, 
Sn--3, Sn-5, Sn--7 darstellen; auch kann sie nicht ausschliefslich Zahlen 
darstellen, zu welchen --2 oder —2 quadratischer Rest oder Nichtrest wäre. 

5. Jede ternäre Form in der Ordnung 2, 4 hat auf diese Weise zu 
allen Primtheilern von (2 und nur zu diesen ihre bestimmten eigenthümlichen, 


und zu allen Primtheilern von / und nur zu diesen ihre bestimmten zugeord- 
neten Charactere. Die Gesammtheit aller dieser eigenthümlichen und aller die- 











9. Eisenstein, neue Theoreme der höheren Arithmetik. 127 


ser zugeordneten Charactere in Bezug auf die verschiedenen Primtheiler von 
‘2 resp. 4 bildet den vollständigen Character der in Rede stehenden Form, so 
wie der sie enthaltenden Classe. Bezeichnet man demnach durch w, »’, w”, etc. 
die Primfactoren von 2, welche nicht in ./ aufgehen, durch ö, &', 0", 

die Primfactoren von 4, welche nicht in 2 aufgehen, und durch vr, r', r", .... 
die gemeinschaftlichen Factoren von 2 und 4, so wird der vollständige Cha- 
racter durch die Gesammtheit der Werthe folgender Symbole (Legendreschen 
Zeichen) gebildet: 


DON oa U LEW 
9.2.8. 9. 


wo jedes w und jedes Ö einen, jedes r dagegen zswer? Charactere entstehen läfst. 


6. Die Gesammtheit aller Formen oder aller Classen, welchen der- 
selbe vollständige Character entspricht, bildet ein Genus. Man erhält alle 
vollständigen Charactere der verschiedenen Genera, wenn man jedem der 
Symbole in dem Schema (0.) seine beiden Werthe +1 ertheilt und alle Com- 
binationen dieser Doppelwerthe bildet. Die Anzahl. dieser Combinationen,, also 
die Anzahl der Genera ist eine Potenz von 2, deren Exponent gleich ist der 
Anzahl aller w, plus der Anzahl aller ö, plus der doppelten Anzahl aller r. 
Es ist übrigens keinesweges a priori evident, dafs jedem dieser vollständigen 
Charactere in der That ein Genus entspricht, aber ich habe das Maafs keines 
dieser Genera der Null gleich gefunden. Es geht hieraus unter andern her- 
vor, dafs die Determinante —1 die einzige ist, zu welcher nur en Genus 
ternärer positiver Formen gehört und dafs jede andere Determinante in jeder 
Ordnung mindestens zwei Genera enthält. 

Für die Determinante — 9 zerfällt z. B. jede der beiden Ordnungen in 
zwei Genera, deren jedes eine Classe enthält, so dafs die vier Classen dieser 
Determinante auf folgende Art eingetheilt werden: 





D— 0 

== 1, I) ==, A—1 
9=1|8=-1 = d-- 
2.001000 10680) 166% 
o=8 öo=4 o=8 — 12 








Die resp. Maafse dieser vier Genera sind #, 4. #. 1%- 
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Wenn die Determinante eine negative Primzahl ist, so existiren immer 
nur zwei Genera; z. B. die Determinante —7 giebt ein Genus, für welches 


IN on r \ \ 2 
(=) 1. welches zwei Classen enthält, und ein zweites, für welches (I) — —1. 
\ı4 


mit einer Classe: 


D 7 
Zi D- z 
7) @ 
4,1,7 1,2, 4 2,2, 
(0 0, 0): (1 0, 0) 1 1, 
6=B 0=4 p 
Die Maafse dieser beiden Genera sind £ resp. v* In ähnlicher Art ist für 


ey 





die Determinanten — 3 en 


= 8-1 | 9-11 &- 
“> 0, Ei Aug - : 0.0 Da Kurt ; ” 


= 8 | = = 

Im Allgemeinen, wenn 21 en so exisliren nur gs Relationen von 

5 zu den Primfactoren von 4 als Eintheilungsgrund für die Genera; wenn 
41 ist, nur diejenigen von f zu 42; wenn aber (2 und 4 beide von 1 ver- 


schieden sind, so vereinigen sich beide Arten von Relationen zu einem dop- 





pelten Eintheilungsgrunde. 
Die Bestimmung des Maafses aller dieser Genera ist in folgendem allge- 
meinen Theorem enthalten: 
Theorem. 

„Es see D— — 12°4 eine ungerade Determinunte, welche den qua- 
„dratischen Theiler (2° enthält; w, w, w’, .... seien die nicht ın I ent- 
„haltenen verschiedenen BO SRHAREN von 42; 0, ©, ©, .... diejenigen 
„von A, welche nicht in (2 aufgehen, endlich r, r', vr", .... die gemeen- 
„schaftlichen Primfactoren von 42 und A. Giebt man den sümmtlichen Sym- 
„bolen in dem Schema (0) bestimmte Werthe, so dafs man ein bestimmtes 
„Genus der Ordnung 2, 4 erhält, dessen vollständiger Character durch die 
„G@esammtheit jener Werthe ausgedrückt ist: so ist das Maafs eines solchen 


„Genus durch folgende Formel or: 


N Ch. 














M 
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wo e—= +1 durch die Gleichung 


oO )) 


a, del, 8 
nf San. BE e N 2 
„bestimmt wird. 


Die drei Multiplicationen /7 in der Formel des Theorens beziehen sich 
resp. auf alle w, alle 0, alle r, welche weiter oben definirt worden sind, und 
es ist hierbei zu betrachten, dafs die Nenner 2 und 4. welche sich unter 
/T befinden, nicht vor das Zeichen herausgesetzt werden dürfen, da sie in 
jedem Factor des Products vorkommen sollen. Ferner sind in der Formel 








—JIf — OR Ä . ; 
(5 und (—) Legendresche Zeichen, deren Werthe durch den voll- 


ständigen Character des Genus gegeben sind, denn f bedeutet hier irgend eine 
beliebige Form des Genus, dessen Maafs man bestimmen will, und — 2% die 
zugeordnete Form irgend einer solchen Form. Die Bedeutung der Symbole 


PER er j R 
(Zt und (—°) in dem Werthe von e& ist ebenfalls nicht zu verkennen: es 


sind dies verallgemeinerte Zegendresche Zeichen. — In die Formel für M gehen 
also die einzelnen Charactere des Genus zu den Primzahlen » und zu den © 
ein, und auch die zu den r finden sich wenigstens in dem Werthe von &, den 
sie mitbestimmen helfen; es findet also nicht, wie bei den binären Formen. 
eine gleichförmige Vertheilung des Maafses der ganzen Ordnung auf ihre ein- 
zelnen Genera Statt, sondern eine ungleichmäfsige, indem sich im Allgemeinen 
das Maafs des Genus mit seinen Characteren zugleich ändert. Man kann jedoch 
eine Bedingung angeben, unter welcher Genera gleiches Maafs haben. Da 
nämlich in der allgemeinen Formel die Relationen zu den r nur im Werthe 
von & vorkommen und sonst nicht weiter erscheinen: so wird man aus dem 
vollständigen Character irgend eines Genus den eines andern ableiten, welches 
mit jenem gleiches Maafs hat, wenn man die Relationen zu allen » und zu 
allen © ungeändert läfst und blofs die Relationen zu den r ändert, letzteres 
mit der Rücksicht. dafs sich & nicht ändern darf. welches letztere höchstens 
eine einzige Bedingung zwischen den Relationen zu den x geben kann. Die 
Anzahl der jedesmaligen Genera, welche gleiches Maafs haben, ist also entweder 
241 oder 2“, wenn die Anzahl aller r, und es ist zu leicht a priori anzu- 
geben, welcher dieser beiden Fälle jedesmal Statt finden mufs, als dafs es nölhig 


wäre mich länger dabei aufzuhalten. 
Um das Theorem an einem speciellen Falle deutlich zu machen, sei 


D = —q, wo g eine ungerade Primzahl. In diesem Falle ist 2==1, 4—g, 
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also sind weder die w, noch die r vorhanden und alle öÖ redueiren sich auf die 


einzige Primzahl g; ferner ist e= =); die Formel des Theorems giebt daher 


2. 


d. h. für dasjenige Genus, dessen Character $Rg oder G=1 ist, 





g—1 
a 
\ 


g—1 
M—= 42 (1) HD 


und für das andere Genus, dessen Character Ng, oder ()- —1, ist, 


gl 


N — 2 r 7 (es ER | | 


QI 


Wir können die Vergleichung dieser Formel mit den obigen Beispielen für 
die Determinanten 3, —5 und —7 dem Leser überlassen. 





Da nach einer Bemerkung von Seeber die Theorie der positiven ter- 
nären Formen für die Crystallographie von Wichtigkeit sein soll, so wünsche 
ich, dafs die neuen Sätze, welche mir dieser Theorie hinzuzufügen gelungen 
ist. für die Physik von einigem Nutzen sein mögen. Ich bitte zugleich die 
Crystallographen, mich in dieser Hinsicht zu belehren, damit ich mich bei mei- 
nen Untersuchungen über diesen Gegenstand ihrem Vortheil möglichst nahe 
anschliefsen könne. 

Zum leichteren Verständnils des hier Gesagten und für den practi- 
schen Gebrauch habe ich eine Tabelle beigefügt, welche für die dreizehn unge- 
raden Determinanten von —1 bis —25 die zu ihnen gehörenden Classen, in 
Ordnungen und Genera eingetheilt, enthält. Da es bequem ist, wenn man bei 
einer Form sogleich aus der blofsen Ansicht eines ihrer drei ersten Coefli- 
cienten und eines der drei ersten Coefficienten ihrer zugeordneten Form ihren 
vollständigen Character und also das Genus, in welches sie rangirt werden 
mufs, erkennen kann, so wird man die Classen durch solche Formen f zu 
repräsentiren suchen, in welchen wenigstens einer der drei ersten Coefh- 
cienten zur Determinante, oder wenigstens zu 2 relative Primzahl ist, und 
für welche zugleich die zugeordneten Formen — 2% so beschaffen sind, dafs 
wenigstens einer der drei ersten Coefficienten in % zur Determinante, oder 


wenigstens zu f relalive Primzahl ist. Entweder besitzt eine vorgelegte Form 
schon diese beiden Eigenschaften, oder man kann sie beide zugleich durch eine 
leicht zu findende Transformation in eine äquivalenie Form erreichen, wenn 
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man bedenkt, dafs irgend einer der drei ersten Coöffieienten in f, den man 
sofort zu jeder beliebigen Zahl zur relativen Primzahl machen kann, sich nicht 
ändert, wenn man den ihm entsprechenden Variabeln ungeändert läfst und 
blofs die beiden andern Variabeln transformirt: denn hierdurch erlangt man 


die Möglichkeit, noch aufserdem über einen der drei ersten Coöfficienten der 
1,3,3 

0,0,0)/° 
welche zu der Ordnung 2=3, #/==1 gehört, sogleich aus ihrem ersten 
Coöfficienten 1, dafs diese Form nur Zahlen darstellen kann, welche zu 93 


quadratische Reste sind; und aus dem ersten oder zweiten Coöfficienten 2. 


zugeordneten Form zu disponiren. So erkennt man z. B. bei der Form 


der Form (e 0. ee welche zu derselben Ordnung gehört, erkennt man so- 


gleich, dafs diese Form nur Zahlen darstellen kann, welche zu 3 quadratische 


Nichtreste sind. Die Form : 2 5 gehört zur Ordnung 2—=5, 4=-1; ihr 


erster und zweiter Coöffieient 2 und 3 sind nicht durch 5 theilbar und zu 5 
Nichtreste, also kann die Form überhaupt nur Zahlen 5, d.h. von der Form 


5n+2 darstellen. Der Form f= (3 9, 4 welche zur Ordnung 2= 1. 


4==25 gehört, ist die Form er - a zugeordnet, also ist 5 —(*, > dr 0)° 


und aus AR ser beiden Coöfficienten 13 oder 2 von % erkennt man, dafs 


der Form (_1 1, e e* der Character RD, H)=-1 zugeordnet ist. — Da 


aus jeder vorgelegten Form ihre zugeordnete Form F'—= — 2%, also auch % 
sehr leicht berechnet werden kann, so hielt ich es nicht für nöthig, die zu- 
geordneten Formen oder die Formen % in die Tabelle mit aufzunehmen. — Durch 
die Eintheilung in Genera wird die Lösung der Aufgabe, zu entscheiden, ob 
zwei vorgelegte ternären Formen mit derselben Determinante äquivalent sind, 
oder nicht, aufserordentlich vereinfacht: denn bevor man irgend eine andere 
Operation an den beiden Formen vornimmt, wird man zunächst untersuchen 
(was sehr leicht ist), ob sie in dasselbe Genus gehören, oder nicht; stimmen 
ihre vollständigen Charactere nicht vollkommen mit einander überein, so können 
die beiden Formen unmöglich äquivalent sein; stimmen aber ihre vollständigen 
Charactere überein, gehören also die Formen in dasselbe Genus, so kann es 
sich treffen, dafs dieses Genus nur eine Classe enthält, und dann sind die 
vorgelegten Formen sicher äquivalent; enthält das Genus dagegen mehrere 
Classen, so mufs man freilich eine andere Methode zu Hülfe nehmen. Wenn 
man also auf diese Weise auch nicht immer seinen Zweck erreicht, so hat 
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das Verfahren doch jedenfalls den negativen Nutzen, dafs man sich durch 
dasselbe in vielen Fällen grofse Mühe ersparen kann. Unter den 33 Generibus. 
in welche sich die 92 Classen der Tabelle theilen, befinden sich 17, also etwa die 
Hälfte, in welchen nur eine Classe vorkommt, 14 Genera enthalten 2 Classen, 
I Genus enthält 3 und 1 Genus 4 Classen. Die Maafse der Genera, so wie die 
Anzahl der in ihnen enthaltenen Classen bilden mit steigenden Determinanten 
eine Progression, welche weit schneller wächst, als für die binären Formen. 
Die Anzahl der Determinanten, welchen eine bestimmte Classification entspricht. 
ist immer endlich. und im Allgemeinen kleiner als bei binären Formen. 

Man bemerke noch folgende allgemeine Eigenschaft der Genera. Ich 
savte oben. dals kein Genus ausschliefslich weder Zahlen von einer der vier 
Formen Sn--1.93.5. 7. noch ausschliefslich Zahlen von zweien dieser For- 
men repräsenliren könne; dagegen existiren in jeder Ordnung Genera, welche 
eine dieser vier Formen auf keine Weise repräsenliren können, während sie 
die drei übrigen ohne Unterschied repräsentiren, und während auch die übrigen 
(ienera derselben Ordnung, welche diese Eigenschaft nicht besitzen, alle vier 
Formen ohne Unterschied darstellen. In der That findet zwischen den ein- 
zelnen Characteren, welche den vollständigen Character eines Genus in irgend 
einer Ordnung consliluiren, entweder die Relation 

+1 +1 


DH = +07, 


oder die entgegengeselzte Relation 


HH = --177 


Statt. Hiernach theilen sich alle Genera derselben Ordnung in zwei Gruppen: 





die Genera der ersten Gruppe, für welche die erste der beiden eben geschriebe- 
nen Relationen Statt findet, stellen alle Zahlen der vier Formen Sn-+1,3,5, 7 
dar; aber kein Genus der zweiten Gruppe kann eine Zahl darstellen, welche 

7.1 (mod. 8) ist, wohl aber stellen die Genera der zweiten Gruppe ohne 
Unterschied Zahlen dar, welche =4, 3.4 oder 5.4 (mod. 8) sind. Sehr be- 
kannt ist der specielle Fall, dafs keine Zahl 8n-+-7 durch die Summe von 
drei Quadraten darstellbar ist; die Determinante Ber ist die einzige, für welche 
die erste Gruppe gänzlich fehlt. Für die Determinante —3 constituirt die 


Form j' pi für welche S)=1 ist. die erste Gruppe; diese Form stellt 


ohne Unterschied Zahlen 8n--1,3.5,.7 dar: die Form (0 0, a) dagegen, für 
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welche (2) — —1, bildet die zweite Gruppe und stellt nur Zahlen Sn -- 1.3.7 


und nicht Zahlen Sr--5 dar. Ich verweile nicht bei den ganz ähnlichen 
Unterscheidungen und den ganz ähnlichen Criterien, welche sich auf die vier 
Formen 8n, 8n--2,4,6 beziehen. Es sind dies Nachklänge des quadra- 
tischen Reciprocitätsgesetzes in die ternären Formen hinüber, oder desjenigen 
Fundamentalsatzes, welcher bewirkt, dafs bei den binären Formen nur die 
Hälfte der a priori möglichen Genera wirklich existirt. Übrigens stellt jedes 
(renus sämmtliche (positive) Zahlen werklich dar, welche es mit Hinsicht auf 
diese Criterien und mit Hinsicht auf seinen vollständigen Character darzustellen 
a x N m. 1.3.3 ine ; } 

fähig ist. So stellt z. 4 die Form ka 0) wirklich jede ungerade Zahl dar. 

’ ? 
1, . 

und die Form ui; Er 0) Jede ungerade Zahl, welche nicht == 5 (mod. 5) 

. RN) 0,0 . x . . 
die Form (>52) stellt in der That jede ungerade Zahl dar, welche zu 5 

, ’ 

quadratischer Rest und nicht =7 (mod. 8) ist; d. h. alle Zahlen IOn +1. 
welche nicht von der Form 8r--7, sind durch ein Quadrat und die fünffache 


2,3 


. ® hi > ® . 
Summe zweier Quadrate darstellbar; die Form (7, Ei.) endlich stellt wirk- 
’ > 


lich alle ungeraden Zahlen dar, welche zu 5 quadratische Nichtreste sind. also 
alle Zahlen 102 +3. 

Ich beschliefse dieses Resume mit einigen speciellen Sätzen über die 
Darstellung von Zahlen durch quaternäre Formen. In diesen Sätzen erhalten 
die Variabeln der Formen alle ganzen Werthe von — x bis », ohne weitere 
Beschränkung, wenn es sich um Darstellungen überhaupt handelt; bei den 
eigentlichen Darstellungen findet die Beschränkung Statt, dafs die Variabeln kei- 
nen gemeinschaftlichen Theiler haben dürfen. 

„Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen irgend einer ungeraden 
„Zahl mm durch die Form x&°-+y’-+-2° + u” beträgt 


. I\/ | Mi 
Ra I\ DPA th INeY le --1) — e Miss m. E. 
8a (a +14 NEeHc+1).... = Sm(1+ 14) .)--- 
„wenn m — a“bfe’...., und a, 5, c, .... die verschiedenen Primfactoren 
„von m sind.” 


„Die Anzahl aller Darstellungen der ungeraden Zahl m durch die Summe 
„von 4 Quadraten ist gleich der achtfachen Factorensumme dieser Zahl *).” 





*) Dieser Satz ist nicht neu, sondern schon vor langer Zeit von Jacobi aus der 
Theorie der elliptischen Functionen abgeleitet worden. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 2. 15 
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„Es sei m eine Zahl von einer der vier Formen 12n--1, 12n +9. 
„12n--7, 12n--11; dann ist die Anzahl der eigentlichen Darstellungen von 
„m — @"DP ct... durch 

ey +r+3W, 
„je nach diesen vier linearen Formen von »n, resp. gleich dem 6fachen, 12fachen. 
„2fachen oder Afachen des folgenden Products: 


a (u wer ( =) (64 nn? (=) em (c + 4)? (=) ‚a 


„Die Anzahl aller Darstellungen von »r» ebenfalls durch die Summe von 
drei Quadraten und ein dreifaches Quadrat ist je nach denselben vier linearen 
Formen von m gleich der 6fachen, —12fachen, —2fachen, oder Afachen Dif- 
ferenz zwischen der Summe derjenigen Facloren von »n, welche eine der beiden 
Formen 12n +1 haben, und der Summe derjenigen Factoren von m, welche 
eine der beiden Formen 12n+5 haben.” 

„Mit Unterscheidung derselben vier linearen Formen 12n --1,5, 7, 11 
„von m ist die Anzahl der eigentlichen Darstellungen von »»2 durch die Form 

a yY +22 — 2uz-2u 
„resp. gleich dem 4fachen, 2fachen, 12fachen, oder 6fachen von 


a (a4 1° (849° H)er(e+0° @).... 


„und die Anzahl aller Darstellungen von m durch dieselbe Form ist resp. gleich 
„der Afachen, —2fachen, — 12fachen, oder 6fachen Differenz zwischen der 
„Summe derjenigen Factoren von m, welche eine der beiden Formen 12r +1 
„haben, und der Summe der übrigen Factoren von »2, welche von einer der bei- 
„den Formen 12n+5 sind.” 

„Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen einer ungeraden, nicht durch 
„> theilbaren Zahl »r durch die Form 


7 


ey +5W 


l w 


„beträgt, wenn am — a" bPer...., entweder 


6a" (a - ( “)) DP (5 4: eo (c - (=-)) ..... Oder 
el) 


„je nachdem »» zu 5 quadratischer Rest oder Nichtrest ist. 


„Die Anzahl aller Darstellungen einer ungeraden, nicht durch 5 theilbaren 
„Zahl aa durch die Form =°-- y’--2°45«° ist, wenn »@ zu 5 quadratischer 
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„Rest, gleich der 6fachen, und wenn m zu 5 Nichtrest ist, gleich der — 4fachen 
„Differenz zwischen der Summe derjenigen Factoren von m, welche zu 5 qua- 
„dralische Reste sind und der Summe derjenigen Factoren von »», welche zu d 
„Nichtreste sind.” 

Diese Sätze sind nur specielle Fälle eines allgemeinen Satzes, dessen 
Auseinandersetzung aber zu viele vorläufige Erörterungen und Definitionen er- 
fordern würde. 

Man kann nach Jacob?s Anleitung aus der Theorie der elliptischen 
Funelionen, nämlich aus den in „Fundamenta nova etc.” gegebenen Entwick- 
lungen der zweiten, vierten, sechsten und achten Potenz von = merkwür- 
dige Theoreme über die Darstellung von Zahlen durch die Summe von zwei. 
vier, sechs und acht Quadraten ziehen. Bei meinen Untersuchungen werden 
diese Sätze durch rein arithmelische Betrachtungen bewiesen und erscheinen als 
specielle Fälle allgemeinerer Sälze; zugleich sieht man die Ursache ein, warum 


jene Entwicklungen mit der achten Potenz abgeschlossen sind, da in der That 


die höchste Anzahl der Variabeln ist, für welche zur Determinante — I nur eine 
Classe von Formen gehört, die durch die Summe von Quadralen repräsenlirt wer- 
den kann. Aufser den bekannten Sätzen für 2 und 4 Quadrate hat man folgende: 

„Die Anzahl der Darstellungen einer ungeraden Zahl durch die Summe 
„von sechs Quadraten ist, wenn diese Zahl von der Form 4n--1 ist, gleich 
„der 12fachen, und wenn sie von der Form An --3 ist, gleich der — 20fachen 
„Differenz zwischen der Summe der Quadrate derjenigen ihrer Facloren, welche 
„die Form 4-1 haben und der Summe der Quadrate derjenigen ihrer Fac- 
„toren, welche die Form 4n--3 haben.” 

„Die Anzahl der Darstellungen einer ungeraden Zahl durch die Summe von 


„acht Quadraten ist gleich der sechszehnfachen Summe der Cuben ihrer Facloren.” 


Für 10 Quadrate habe ich noch gefunden, „dafs die Zahlen von der Form 
1n--3 sich so oft durch 10 Quadrate darstellen lassen, als die 12fache Differenz 
zwischen der Summe der Biquadrate derjenigen ihrer Factoren, welche von der 
Form 4n--3 sind, und der Summe der Biquadrate derer, welche von der Form4n-; | 
sind, beträgt.” Aber für die Zahlen der Form An --1 existirt kein ähnlicher Salz. 

Ich kann nicht unterlassen, bei dieser Gelegenheit noch des grolsen 
Nutzens und der vortrefllichen Anleitung zu erwähnen, welche mir bei meinen 
Untersuchungen, aufser den Arbeiten von @aufs. die von Dirichlet, im 19ten 
und 21ten Bande dieses Journals, gewährt haben. 


Berlin, Februar 1847. 
18 * 
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höheren Arithmetik 


Tabelle für die Eintherlung derjenigen positiven ternären Formen in Genera, 
welche zu den 13 ungeraden Deterininanten von —1 bis — 25 gehören. 


D = — 2214, 


zugeordnete Form von f gleich — 2%. 
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10. 


Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. 


(Von Herrn Dr. phil. G. Eisenstein, Privatdocent zu Berlin.) 





IV. Über einen allgemeinen Satz, welcher das Additionstheorem 
für elliptische Functionen als speciellen Fall enthält. 





Wenn Gaufs seinen schon gefundenen Beweisen des quadratischen Re- 
ciprocitälsgeselzes eine Reihe neuer hinzugefügle, zum Theil um den Weg 
zu der weit schwierigern Theorie der biquadrlischen Reste zu erleichtern, so 
möchte es nach diesem Vorbilde nicht unpassend erscheinen, in ähnlicher Weise 
den Fundamentaltheoremen über elliptlische Funclionen immer neue Seiten ab- 
zugewinnen, in der Hoffnung, es könnte die eine oder die andere Wendung 
zur Aufklärung und leichtern Erforschung der Eigenschaften der Abelschen 
Functionen etwas beitragen. — So sahen wir, wie neulich Zfermite, von den 
trigonomelrischen Reihen ausgehend, welche den Zähler und Nenner der ellip- 
tischen Functionen conslituiren, zu dem Adelschen Theorem für diese Func- 
tionen gelangte, indem er sich auf dasselbe Prineip stützte, auf welches 
ich schon im 27ten Bande dieses Journals Seite 187 aufmerksam gemacht 
habe, dafs nämlich jede homogene Verbindung jener Reihen wieder eine 
ähnliche Reihe hervorbringt. — Hierher gehört auch das elegante Verfahren. 
durch weiches Richelot die Lagrangesche Integrationsmethode auf die Abel- 
schen Funclionen ausgedehnt hat. 

In Nr. II. dieser Beiträge habe ich einen Beweis des Additionstheorems 
gegeben, welcher hauptsächlich auf dem Umstande beruht, dafs die geraden 
Differentialquotienten der elliplischen Functionen durch ganze rationale Ver- 
bindungen dieser Funclionen, die ungeraden Differentialquotienten derselben 
durch Producte aus ganzen rationalen Verbindungen in die Wurzelgröfse aus- 
gedrückt werden. Der hier folgende Beweis, welcher auf demselben Prineipe 
beruht, unterscheidet sich dennoch in wesentlichen Puncten von dem ersten 
und läfst zugleich deutlich sehen, warum das Verfahren nicht gelingt, wenn 
die Function unter der Quadratwurzel auf einen höheren als den vierten Grad 
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steigt, obwohl auch dann noch jene eben erwähnte Eigenschaft der Differen- 
tialquotienten Statt findet. 
Es sei 2 = g(t) diejenige Function von Z, für welche 
'ox 


—_— 
£ I(x) 





ist. indem der Kürze wegen /(x) die Quadratwurzel aus einer geraden gan- 
zen Function 2nten Grades 

"+52" .... rer 1— 4m) 
bezeichnet, nämlich (x) =y(A(x)). Da zufolge der eben gemachten Annahme 
} Ar\? N: fly . 
=IR), (=) =U2), 35 = Br — 
ist, so erhält man die beiden ersten Differentialquotienien jeder Function Fx) 


a 


(2) =nr""+(n-1)de’""-- etc. 








Diem 


von x, nach /, wie folgt ausgedrückt: 

oF(«) a 0° F(x) iO ia daN: 
—ı — F(2)4(x), .. — F'(2) ——-+ 2)(= 

ot en ); al? ( En Nat 
— F'(x)(na””"--(n—1)bx2”" -{- elc.) 

Mr, „2n_ ‚2n—2 | 
+F" (2) (2 +02" etc.). 

Hieraus sieht man sogleich, dafs, wenn #'(z) eine ganze Funclion von « ist, 
n2 F(.x) ’ r 3 : ; 
u you ebenfalls eine ganze Function von x sein wird, deren Grad um 2n — 2 


O 


! 


il 











| 


Einheiten (bei den elliptischen Functionen um 2 Einheiten, bei den Sinus um 
0 Einheiten) höher ist, als der von F'(x); und zwar wird, wenn Ax“ das 
°F (x) 

or ° 
u Act na" ulu—1) ArH.2" — u(u+n—1) Act”? 


höchste Glied in F'(x) ist, das höchste Glied in 


sein. Geht man demnach von x selbst als der einfachsten ganzen Function 
aus und bildet successive dessen gerade Differentialquotienten nach /, so wer- 
den dieselben sämmtlich ganze Funclionen von x sein, deren Grade fortwäh- 
rend um 22 —2 Einheiten steigen, und es werden die höchsten Glieder von 


u PER 


o’x  oO*r ' Mr. ü, 
elc., Oper? TEesp. sein: 


ot?’ 0t*? 
x, na, nn —1I)Bn—2)2””, etc., 
n(2n—1)3n—2).... (2u—1)n— 2u+2)..H et, 
so dafs man schreiben kann: 


o4#r 


(1.) In = n(2n—1)3n—2).... (Qu —1)n— 2u-+2)c"ttEN, 





wo die Anzahl der numerischen Factoren. deren Product den Coöffieienten 
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des höchsten Gliedes bildet, 2«—1 beträgt, und wo durch N der Complex 
aller derjenigen Glieder ausgedrückt wird, welche niedrigere Potenzen von «x 
enthalten, als die 2un— 2 u--1te. Ich werde nämlich hier und im Folgenden, 
wenn es mir bei einer ganzen Function lediglich auf die Betrachtung ihres 
höchsten Gliedes ankommt, nur dieses schreiben und die Summe aller übrigen 
Glieder durch + N andeuten; in umgekehrter Weise werde ich, wenn es mir 
bei einer nach steögenden Potenzen der Variabeln geordneten ganzen Funclion, 
oder unendlichen Reihe, nur auf das niedrigste oder Anfangsglied ankommt. 
diesem die Summe der höhern Glieder mit -—-H anfügen. — Für elliptische 
Functionen ist a2 und die Formel (1.) wird für diese 


1) Ze = AwWlattı N. 
Übrigens ist leicht zu sehen, dafs die ganze Function zur Rechten in (1.) 
oder (1’.) nur ungerade Potenzen von x enthält. 
Den allgemeinen Ausdruck für die ungeraden Differentialquotienten von 


x nach Z erhält man, wenn man (1.) noch einmal nach £ differentiirt, nämlich: 





out lr i , 
‘ ER ’ | —_ lu | 
(2.) art =— A(z)in(2n—1)(3n—2). ...(Qun— Qu- 1)x a 1 N N, 
d.h. gleich dem Producte aus /(x) in eine gerade ganze Function von , 
wo aber das neue N um einen Grad niedriger ist, als das obige in (1.) und 
eben deshalb wiederum jenes in (2.) dieselbe Rolle spielt, wie dieses in (1.). 
Für ellipiische Functionen ist 
’ orutlyr Igs;; R a 
(2 .) Opa = I(z) (Qu-1)!a “N. 

Aufser diesen Entwicklungen der Differentialquotienten von x nach 

fallenden Potenzen von x, bei welchen nur die höchsten Glieder berechnet, 


die übrigen blofs angedeutet sind, bedürfen wir noch der Entwicklungen von 
h 


A(x) 
drigsten, d. h. der Anfangsglieder dieser Entwicklungen. Da (a), nach stei- 


genden Potenzen von © geordnet, mit 1 anfangen soll, so fangen S(x) und 

1 SE A . pa ih dag. A 
ve ebenfalls mit 1 an, u? 36) — 1 fängt mit x, folglich 2’ mit x" und yIES 
ebenfalls mit x* an. Nach obiger Übereinkunft kann also geschrieben werden: 


(3.) = x’{H, 


t 
4) - =) x’{+MH. 


t" und nach steegenden Potenzen von x, oder vielmehr nur der nie- 








| 
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Diese Reihen enthalten nur gerade, oder nur ungerade Potenzen von 2, je 
nachdem 4 gerade oder ungerade ist. 

Nach dem Taylorschen Satze können folgende vier Entwicklungen an- 
genommen werden, in welchen p(u)—y gesetzt ist, so dafs y dieselbe Function 
von %, welche & von ?f, und # dieselbe Function von y, welche £ von & ist: 
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! ou N ou \ PR our u! 


Addirt man einerseits die zweite dieser vier Gleichungen zur ersten, subtra- 
hirt andrerseits die vierte von der dritten, bemerkt, dafs y(u+Ü)—=y(t- u) 
und g(u—t)—= —gy(t—u) ist, und dividirt jedesmal durch 24(y), so erhält 
man das doppelte Resultat: 














5.) et tWtelt-m) _ Zar Ta 
| BR wo OR IR!’ 
(6) erw rYt—w) = 5 Ber; | zul | 
<.I(y) u Iy)OwWRtt (Zu+1)! 


Da hier links in beiden Gleichungen Dasselbe sieht. so kann man die beiden 
Reihen zur Rechten in (5.) und (6.) einander gleich setzen. Diese Verglei- 
chung liefert, wie wir sogleich sehen werden, für n=2, d.h. für elliptische 
Functionen, unmittelbar das Additionstheorem, und für gröfsere Werthe von n 
erhält man einen ziemlich merkwürdigen und allgemeinen Satz, welcher zugleich 
den Grund sehen lälst, weshalb in diesem Falle ein Additionstheorem in der- 
selben Weise, wie für die elliptischen Funclionen, nicht existirt. — In der That 
zeigen wir, dafs sich die Reihen zur Rechten in (5.) und (6.) in aufsteigende 
Doppelreihen nach Potenzen und Producten von x und y umformen lassen. 


2u 


ur: 
Yu)!’ 
Anleitung von (4.), die Entwicklung nach steigenden geraden Potenzen von y; 


nach 





Was zunächst die Reihe in (5.) betrifft, so setze man statt - 
yım 
(Zu)! 

O4 


welche mit anfängt, und nach (1.) setze man statt der Differential- 


« 





R EEE ‚ i 
quotienten die ihnen gleichen ganzen und ungeraden Functionen von x, 


N u 
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welche man sich hier nach steigenden Potenzen von x, also in umgekehrter Art 
wie in (1.), geordnet vorstellen mufs. Irgend eine bestimmte Potenz von y, 
z.B. die 2Ate, kommt nur in den ersten 4--1 ersten Gliedern von (5.),. näm- 
lich für die Werthe «0 bis «= %k vor, während alle folgenden nur höhere 
Potenzen von y als die 2Äte enthalten, nach (4.); von der andern Seile 
enthält keine der ungeraden ganzen Functionen, durch welche die Differential- 
quotienten in diesen %--1 ersten Gliedern ausgedrückt werden, eine Potenz von x, 
deren Exponent — als 2kn—2%k--1 wäre, nach (1.), und dieses Maximum 
des Exponenten 2kn—?2%k--1 zeigt sich nur in dem einzigen A-+-1ten Gliede 
der Reihe, und zwar erscheint die Potenz von x, welche diesem Exponenten 
entspricht. mit dem Coöfficienten n(2n—1)(3n—2)....((2k—1)n —2k--2). 
welchen ich, um abzukürzen, durch A bezeichne. Hieraus folgt: wenn man die 
vanze Reihe (5.) nach steigenden Potenzen von y ordnet (so dafs die Coöfli- 
cienten Reihen nach & sind), so enthält der Coöfficient von y”‘ nur solche 
Potenzen von &, deren Exponenten —2kn—2k--1 sind, und zwar ist die 
höchste. nämlich die 2kn—2k--1ite Potenz von x in diesem Coöfficienten 


„2k 


von y', mit multiplieirt; mit andern Worten, bezeichnet man überhaupt 


e 
(2 k)! 
das allgemeine Glied der Producte von Potenzen von & und y in einer Dop- 
pelreihe nach x und y, welche in Bezug auf x ungerade, in Bezug auf y 
verade ist, durch =°”*'y”‘, so dafs im Allgemeinen A und A unabhängig von 
einander alle ganzen Werte von O bis © erhalten können, so ist für die 
Reihe (5.) 

2h--1 kn —?r2k--1. 
oder. was dasselbe besagt. 

(e.) AZ (n—1)k, 
d. h. andere Glieder. andere Potenzproducte «*”*!y”* können nicht vorkommen, 
als solche. die der Bedingung («.) genügen; aufserdem ist für A = (n—1)k 


a 
— 


der Coöfficient des Potenzproducts = app was sich für n—=?2 auf I 
U). 
reducirt. 

Die Betrachtung der Reihe (6.) ergiebt ein ähnliches Resultat. Hier 
12u+1 ‚ ; , 
Burn! nach (3.) in Reihen nach steigen- 

j . url 
den ungeraden Potenzen von x umsetzen, welche jedesmal mit urn an- 
ui 


fangen: die durch 4(y) dividirten ungeraden Diflerentialquolienten Inder 





mufs man die Potenzen von ?£ in 
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mufs man nach Anleitung von (2.) durch 
n(2n —1)(3n—2).... Zun—2u-1)y“""—N, 


d. h. 
ausdrücken. Fafst man nun irgend eine bestimmte Potenz von &, z. B. die 


durch gerade ganze Funclionen von y vom jedesmaligen Grade Zun— 2 u 


der Reihe (6.), welche © =0,1,?2, bis 4 entsprechen, finden, denn in 
furl 

2u+1)! 

x an. Die Potenzen von y, mit welchen diese bestimmte Potenz von «= multi- 


?h--1te ins Auge, so wird man dieselbe nur in den ersten 4--1 Gliedern 





den folgenden Gliedern fängt schon gleich mit höheren Potenzen von 


plieirt ist, übersteigen in jenen A--1 ersten Gliedern nirgends die (Ahn— 2h)te, 
und diese letztere selbst kommt nur in dem einzigen A--1Iten Gliede, und zwar 
mit a (an —1)(3n —2)....(2hAn—2h--1) multiplicirt vor, so dals das Potenz- 
produet y’'”"". 2” *' den Quolienten aus der eben geschriebenen Zahl durch 
(24-1)! zum Coöffieienten hat. In der nach = und y geordneten Reihe (6.) 
kommt folglich jede Potenz x” '' von x nur mit solchen Polenzen von y mul- 
liplieirt vor, deren Exponenten — 2(n—1)A sind; d. h. das allgemeine Po- 
tenzprodnet x” ''y”* der entwickelten Reihe (6.) genügt der Bedingung 
P) k<(n—1)A, 

und wenn k=(n—1)A, so läfst sich der Coöfficient des Potenzproductes a 
priori bestimmen; für elliptische Funelionen wird er —=1. 

Da die beiden Doppelreihen (5.) und (6.) für jeden Werth von x 
und y übereinsiimmen müssen und nur verschiedene Anordnungen einer und 
derselben Doppelreihe nach steigenden Potenzen und Potenzproducten von x 
und y bilden, so können auch Glieder, welche der ersiern fehlen, in der 
zweiten nicht vorkommen, und umgekehrt. Die einzige Doppelreihe, in welche 
die beiden. aus Entwicklung von (5.) und (6.) hervorgehenden, verschmelzen, 
vereinigt demnach die beiden Bedingungen («.) und (?.) in sich, und man 
hat folgendes Theorem, bei welchem noch zu bemerken, dafs man aus der 


p(t+u) + gY(t— u) i pet+W)—gplt—u 
31, sofort die von 310) 


wenn man / mit @ und x mit y vertauscht, und dafs man aus diesen beiden 
Entwicklungen g(f--u) und g(£—u) selbst erhält, wenn man die erste mit 
I(y), die zweite mit /(x) multiplieirt und addirt, resp. subtrahirt. 


erhält. 








Entwicklung von 


Theorem. 
Es sei 2 g(t) diejenige Function von l, welche mit t zugleich 


. np . . OX - 
verschwindet und der Differentialgleschung = I(x) genügt, oder, was 
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dasselbe est, für welche 
2: 
Max)’ 
wo J(x) die Quadratwurzel aus einer ganzen und geraden Hunction 
2n'" Grades von x bezeichnet, in welcher wir den ersten und letzten 
Coöffieienten —=1 annehmen. Wenn man y(u)—=y selzt und folgende 
inhwicklungen für p(t-+u) und y(t—u) annimmt: 
gattwW)= ECO, y*Ay)+ FZOy" 2" Ile), 
git—u) = IC, aa yAy)— ZC.,yY aA), 
so kommen in den Reihen, welche sich auf die ganzen positiven und 
Nullwerthe von h und k beziehen, nur diejenigen Werthe von h und k 
vor, welche gleichzeitig den beiden Bedingungen 


= 





_ 


ı — (n—1)A, e <S (n—1)h 
genügen; für alle andern Werthe von h und k wird C,,—=0. Aufser- 
dem nimmt der Coefficient C,, für h=(n—1)k den Werth 


(Zn —1)(3n—2)....((?k—A)n—2k+?2) 
Pe ms ee 2k 


und für k—=(n—1)h den Werth 


n-(2n 1) (In —?2)....?hn—2h+1) 
1-2-3....(24+1) 








dh 
Für den speciellen Fall der elliptischen Functionen, in welchem n — 2 


ıst. werden die Bedingungen des Theorems 
hz_k wm kzh; 


sie redueiren sich also auf k=%A und der Coöfficient C,, wird =1; die Reihen 
verwandeln sich daher in diesem Fall in einfache geometrische Reihen, welche 
sich summiren lassen und dann das Additionstheorem geben, nemlich: 


2 n . zT 4 \ _| r r 
g(t-+-u) ze Nr - y’"A(y)-+ ZzytgA4(e) BIER EL (Y)+3 4a) 








1—.r?y? 
t—u) — Z Ah-t, yhA(y Zy2htigph Ale) — zdy—ydx 
A ae I 62 Das ) T (2) . 1 _ ziy: f 


Um den Beweis unseres Theorems in ein noch helleres Licht zu setzen, 
will ich durch besondere Buchstaben die Entwicklungs - Coöfficienten der Diffe- 


rentialquotienten und der Potenzen der Integrale ? und « bezeichnen. Es sei 
19 * 
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o!r j ’ u 
Werne rate + elc.. 
ot? Pi | 
ou 1 y Ku) (u) ( 
en. _—— ” u oe u „2 PN VOR / 4) „4 = ! > 
Ay)awet! I Pi . P5 y-r eik., | 
furl ( 24 
Za-i) matyPa+y®9x°’-+ elc., | 
ud a " | 
— IM My IMy*+ etc.; 


I(y)(2u)! 
dann verschwinden, worin der Nerv des Beweises besteht, « und 54, so- 
bald 5 (n—1)u wird, d.h., wenn (n—1)u<Zo ist; und y), dY ver- 
schwinden. wenn o<u ist, d. h. sobald «>> o wird. Die Seiten rechts 
von (5.) und (6.) werden nun durch Substitution dieser Reihen 


5.) ETW +p(t—u) 





ud 


fat a?’ + ete.] [IP + NP y?+Py* + eie.]}, 


. (6.) pt W)+g(t—u) 





E 24(y) 
— IAWNL A) | Au) a | i 5 
— Zr PHP + ale] etz at 7 oie.]) 
Der Coöfficient von z”*'y”* in (5.) wird folglich 
yzR ( ) 3 
2. u (u FRE 
— On I) Pr Cr; 
uU) 
und der Coeffieient desselben Potenzproductes in (6.) wird 
UZR 
a) ( fi <i Y 
= Pya —— C,; 
u) 


Da nun für alle Werthe von «, welche A übertreffen, 0%, und für alle Werthe 
von u, welche A übersteigen, 7% verschwindet, so braucht man die beiden 
Summen für C,, statt von Bei bis u—=x, nur von u —0 bis u—% für 
die erste, und nur von u— 0 nu. «—h für die zweite auszudehnen. Also 
== u=h 
Cu = ep = Epprp. 


u=V) um 
Da nun andrerseils «S“) für alle Werthe von u, welche (a—1)u <A machen. 
und 3% für alle Werthe von «, die (a—1)u <% machen, verschwindet, 
so verschwindet die ganze erste Summe, wenn (a—1)k <A ist, und die 
ganze zweite Summe, wenn (n—1)A<k; wenn (n—1)k=A ist, so redu- 
eirt sich die erste Summe auf das einzige Glied 

dm n(?n—1)(3n — 2) .(2k—1)n ht) 





m ‚ 
Br ( .— . 
(n—1)k Ok a u 2k 
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welches «—% entspricht; und wenn (n—1)A=k ist, so reducirt sich die 
zweite Summe auf ihr letztes Glied 

Ah) » __. n(2n—A)(In—?2)....(hn—2h-+1) 

Borna fh = 1+:2.:3.... 5 

Im Allgemeinen wird man in der ersten Summe für C,, alle diejenigen Anlangs- 
werthe von ı vernachlässigen, welche (”a—1)u« <A machen, und die Summe. 
statt mit «0, erst mit demjenigen kleinsten Werthe von ı anfangen lassen, 
welcher zuerst (a—1)u —% macht. Liegt dieses Minimum von w schon über % 
hinaus, so hat die Summe natürlich gar keine Glieder, und verschwindet: liegt 
dasselbe aber zwischen O und A, oder fällt mit k zusammen, so enthält die Summe 
wirklich so viele Glieder, als es ganze Zahlen von diesem Minimum an inel. bis 
zu %k incl. giebt; nämlich für « sind alle ganzen Werthe zu setzen, welche 


h Pr 
a 


n—1 
h 


machen, deren Anzahl übrigens 1+E(k— —) beträgt; was für elliptische 








Functionen in 1 übergeht. In derselben Weise kann man die zweite Summe. 
statt von «—=0, erst von demjenigen kleinsten Werthe von w anfangen lassen. 
welcher zum ersten Male (a—1)«_ % macht, und die Summe hat gar keine 
Glieder, wenn dieses Minimum von # schon über % hinausliegt, da die Summe 
sich nur bis A erstreckt; liegt dagegen dieses Minimum unter % oder fällt mit 
h zusammen, welches geschieht, wenn (n—1)h—% ist, so sind für u alle 
diejenigen Werthe zu nehmen, welche 


k . 
we. u 





IN 


n—1 


machen, deren Anzahl 1+E(h En beträgt; für elliplische Functionen 1. 
n—1 


Nur bei einigen Folgerungen, die man aus diesen Betrachtungen ziehen 
kann, verweile ich einen Augenblick, die übrigen dem Leser überlassend. Ich 
multiplicire die Gleichung 


uk uh 
Gm ZINN) = Z APy 





ul a 
mit x2°°*!, summire nach % von A—=0 bis A—= x, und erhalte 
uk Orux k=x u=h h=(n—1)k 
(u) re ( Da: 2h+ 
Pr) Im > >> (ZA) x U U,,&® ve, 
um) h=) u=U 


was sich für elliptische Functionen auf ***'! redueirt. Ich multiplieire dieselbe 
Gleichung mit y’*, summire nach k von k—0 bis k—=» und erhalte 
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k=(n—1)/ u—R gut 
Y ak l O° sö Y ® ° 
= Gy = m. 7a, folglich auch 
74 u te 
i=E(,; ) i 
n—1 
k=(n—1)h um! 2441 m 
R > ST 
Ka ) >> C,,2 u P> y- Ap2u+il 
'? 
} Hz) c 
k=E (; —;) M 


was sich für elliptische Funtionen links auf «“ redueirt. Man vergleiche auch 
‚Jacobi „Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum” Seite 126. 

Ich nehme noch folgende Entwicklungen an, um sie in die Formel des 
Theorems zn substituiren 


arte IT HTPP- etc., 
v"A(2) = IP LIOLPLIRO FR - . elc.: 
und die ähnlichen zwischen y und w. Setzt man diese Reihen. in welchen 
„> und 9% gleich Null sind, we u >>o ist, in die Korme: 
g(t+u) = FZU,E"Hy"AY)+- FO, y2"4e) 
so erhält man 
= EIN UL ie) +EO ae u wc) 
pil- u) = =EC,,y" 40 KaPtLrPr+ etc.) + E09 - FAT -+ elc.); 


ordnet man hier die erste Reihe nach Potenzen von , die zweite en Po- 
von ? und vergleicht mit den Entwicklungen von g(#--%), welche der Taylor- 
sche Satz darbietet, so folgt 








i o#r ee. } 2) 1 1 O4 L ln I a 
ai <« VE 2h+1 ERR. IPRCNE 2 A 4 
— 1, — = SV x . Zw er rer ee | C,,0"A(x). 
(2u) ot“# I TEE url)! or! en Mir 
N Orutlz oh FE 1 O?4y (k) Ih 
A‘ u 7 ; ww — Nu C,+) A(} )» 57 f . en . — > C,; yir- 
(Zul)! ou“ ’ . (zu)! ou 


In diesen Reihen verschwinden /? und en, sobald A > u resp. A >> uw ist. 
und da €, , verschwindet, sobald A > (n—1)A und sobald A > (n —1)k ist. 
so erhält man auf diese Weise wiederum rückwärts die Entwicklung des 
2 ten Differentialquotienten von x nach oder von y nach % durch eine ganze 
Funclion vom Grade Zu(n—1)-—1, und die des 2w-—-1ten Differential- 
quotienten durch das Product einer ganzen Function vom Grade 2u«({n—1) in 
//x). Es läfst sich hieraus mit Leichtigkeit beweisen, dafs die Eigenschaft. 
welche das obige allgemeine Theorem ausspricht, eine ausschliefsliche Eigen- 
schaft der Abelschen Integrale bildet. so dafs jede Function, welche dem Theo- 
vem Genüge leistet, nothwendig die Umkehrung eines Abelschen Integrals 


Berlin. im Februar 1847. 
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V. Uber die Differentialgleichungen, welchen der Zähler und der 
Nenner bei den elliptischen Transformationsformeln genügen. 





Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche Jacobi zur Be- 
stimmung des Zählers und Nenners der Transformationsformeln für die ellip- 
tischen Functionen aufgestellt hat, haben mich von jeher mit dem eröfsten 
Interesse erfüllt. Schon in einer frühern Arbeit versuchte ich zu denselben 
auf einem Wege zu gelangen, welcher von demjenigen verschieden ist, wel- 
chen Jacobi eingeschlagen hat *). Wenn ich nun wiederum auf denselben 
Gegenstand zurückkomme, so geschieht dies, weil ich jetzt die einfachsten und 
wahren Prineipien für die Ableitung jener Differentialgleichungen gefunden zu 
haben glaube: Prineipien, welche auch bei andern Untersuchungen von Nutzen 
sein können, und die ich deshalb hier mittheilen will. 

Wenn irgend einer Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln 
und y ein algebraisches Integral genügt, so kann man dasse!be immer auf die 
Form U—0 bringen, wo U eine ganze Function von x und y ist. Es 
wird angenommen, die Differentialgleichung sei selbst algebraisch, d. h. die Coel- 
ficienten der Differentiale oder der Differentialquotienten seien algebraische Ver- 
bindungen aus x und y; man wird übrigens die Differentialgleichung immer 
auf eine solche Form bringen können, in welcher die Differentiale oder Diflfe- 
rentialquotienten nur ralional vorkommen und die Coöfficienten in Bezug auf 
den einen Variabeln, z. B. x, rational sind. Eliminirt man mit Hülfe der aus 
U —0 abgeleiteten Gleichungen 0OU—=0, ’U—0 u. s. w. aus der vorge- 
legten Differentialgleichung alle Differentiale von x und y, so wird man zu 
einem Resultate der Elimination A=0 gelangen, in welchem R eine ganze 
Function von z ist, deren Coöfficienten von y abhängen. Da nun die Glei- 
chung R=0 jedesmal erfüllt ist, sobald man in R statt x eine Wurzel der 
Gleichung U—=0 setzt, so hat die R—=0 alle Wurzeln der Gleichung U —0: 
diese Wurzeln sind sämmtlich Functionen von y allein, und da die Gleichung 
U—0, in Bezug auf x aufgelöset, keine gleechen Wurzeln haben kann, so 
lange y allgemein bleibt, so mufs R durch U algebraisch theilbar sem; 


nn nn nn 


*) Jacobe?s Beweis slülzt sich auf die Theorie der Transformation der elliptischen 
Integrale zweiter Gattung. 
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setzt man also den Quolienten der Division — R,. so hat man das Resultat 
BB = Di, 
wo JA, eine neue ganze Funclion von x ist, deren Grad um den Grad von 
Ü niedriger ist, als der von 4; übrigens ist A, auch in Bezug auf y ganz. 
sobald At diese Eigenschaft besitzt und die höchste Potenz von x in U den Cocf- 
Iicienten 1 hat. Da man aus der vorgelegten Differentialgleichung durch wie- 
derholte Differentiationen neue bilden kann. denen ebenfalls das aleebraische 
Integral © == 0 genügt, so wird man unendlich viele solche Resultate der 
Elimination == 0 erhalten können, denen jedesmal genügt wird, sobald U — 0 
ist. und man wird unter ihnen dasjenige heraussuchen. oder durch Combina- 
tion mehrerer ein solches Resultat #-=0 zu erhalten suchen. in welchem der 
(rad von J# und demnach auch der von Z, möglichst niedrig ist. Um nun 
R, zu finden, differentiire man die Gleichung R= UR,, in welcher x und y 
als unabhängige Variabeln angesehen werden können, nach & allein; dies gieb! 


R' — URIUM, 


und für alle Werthe von z, welche Ü==0 machen, hat man also R=—-U’R, 
\ ) % hl ® ® .. ’ . 2) . . 
und 4, Gelingt es nun mit Hülfe der vorgelegten Dilferentialgleichung 


diesen speciellen Werth von A,, welcher in Form eines Quotienlten erscheint. 
unter der Vorausselzung U == 0 durch eine ganze Function von x aus- 
zudrücken. welche ich mit 5, bezeichnen will, so sind die beiden ganzen 
Funelionen A, und S, einander gleich für alle Werthe von x, die ÜU—=0 
machen. und es ist, für dieselben Werthe von x, R,— 8, —=0, und demnach 
ist R,— SS, für alle Werthe von x algebraisch durch U theilbar; man hat 
daher eine Gleichung von der Form 
R, = UR,-S,. 

wo R, wiederum ganz in Bezug auf x und von niederem Grade als AR, 
ist Fährt man auf diese Weise fort die Bestimmung von A, auf die einer 
Function von niederem Grade. u. s. w., zurückzuführen. so gelangt man zu- 
letzt entweder auf eine Constante in Bezug auf x, oder auf eine Function. 
welche sich durch andere Methoden bestimmen läfs. Wenn das Verfahren 
eelingt. so sieht man leicht, dafs man zu einem Ausdrucke für RR geführt wird. 
welcher gewissermafsen nach Potenzen von ÜU geordnet ist. und da ft nur 
aus den partiellen Differentialquolienten von Ü nach x und y zusammengesetz! 
ist. so erhält man eine partielle Differentialgleichung zur Bestimmung von U 


Führt man in dieser partliellen Differentialgleichung die Differentiationen nach y 
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wirklich aus, so erhält man eine totale Dilferentialgleichung in Bezug aul x, 
welche, da sie ganz unabhängig von dem Werthe von y gilt, in Bezug aul 
y gehörig zerfälll werden kann und dann eine Reihe von totalen Differential- 
gleichungen liefert, welche zur Bestimmung der Coöfficienten in U, als reiner 
Functionen von & dienen. 

Um von diesen allgemeinen Betrachtungen, welche sich auch auf mehr 
als zwei Variabeln ausdehnen lassen, zu unserem Gegenstande zurückzukommen. 
sei. wenn es möglich ist, U=0 ein algebraisches Integral einer Differential- 
gleichung von der Form 

| FE ; 

vg) vwly)’ 
wo p(x) eine ganze Function von x vom Grade « und w(y) eine beliebige 
Function von y sein mag. Der Grad von U, in Bezug auf x, welchen ich 
nach Abel’s Vorgange durch ÖU bezeichnen will, sei = n. Um die Rechnung 





abzukürzen. sei statt z eine neue Variable / durch die Relation Bay * cl 
J vY = 
eingeführt, so dafs unsere Differentialgleichung 
oOYy h " nr 
— — Yyu(y),, I = vly)of 
ot } \) J‘ . (' 


wird. Die Differentiation der Gleichung r\ —() giebt 


(7 )- FIR ER 


0 oU » h 5 u 
und wenn man die in (7) enthaltene irrationale Function yy(w) eliminirt. 
© 


so erhält man 


SE RRMEN 4 BR 
: —WiY) = ner 0. 
ot ERBE 


0) 
Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung z wirklich eine sanze 
h) . A r N « ol a 
Function von x vom Grade 2n-- u— 2. denn es ist (— =) = (==) €: -) 


N oU f / \ « UN 
—y a) .„ wo p(x) vom Grade u, e " vom Grade n— 1. (= | 


cr / 


‘ oU 2 6 r 0 UN 
vom Grade 2n — 2, also 7 vom Grade 2r--u— 2, während (2) von 
OYy 





a ou“ 
demselben Grade wie U, also (= ) vom Grade Zn ist; sobald demnach 


OYy 
u 2 ist, so ist der ganze obige Ausdruck vom Grade 2n-+-u—2. Da 


Gr 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft ?. 20 


nun jene ganze Function 
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ür jeden der Gleichung Ü = 0 genügenden Werth von x verschwindet. so 
ist sie durch U algebraisch theilbar. Es sei 


oU ) 2 R 
vl) = ur; 


\ EIER 
dann ist V vom Grade n-- u—2, nämlich 2 V—=Rn-u—2 - IU=n-+u—2. 





Um V zu finden, oder wenigstens den speciellen Werth, den V annimmt. 
wenn für x eine Wurzel der Gleichung Ü=0 gesetzt wird, differentiire man 
nach / allein. indem man y als constant ansieht und setze nachher Ü— 0: 


421 do? Er: 
[= -)( ” en — v( Yv I 3) — Be). 
G i® r ot oy ct 


r ». öl . . . .. . 
Um den Ausdruck zur Linken durch Po} dividiren zu können. muls man 
® 


man erhält 








a: ;; u OU\N , fOEUTN 
für (——) seinen Werth aus der Gleichung (>) _ (> — —0(, oder 
.oY ot oyv’/ ct 


{ ol { 0 UN r \ Po . . 0 2 
b (- -)} v/{y) setzen; man erhält so. wenn man soeleich mit (| — E 
‚.0OYV . . 


\ot 
Ja eV 
. C [‘ / C 7 
2( ST) 2yw(y) (- = )= V. 
ot? Pe ct oYy 


Dieser Ausdruck für den speciellen Werth von V, obgleich sehr einfach. 


dividirt: 








kann doch nicht zum weitern Fortschritt und zur Auffindung des «ullgemeinen 
Werthes von V benutzt werden, denn er ist keine ganze Function von £*): 








o?U 
„war ist € e”) eine solche. aber nicht ee 2), was noch die Irrationalität 


er: ot oy 
R o?U 

(a) enthält: man mufs also (- durch einen andern Ausdruck ersetzen. 
} i OL OY 


em .. . ya. oU ) oy . 
Differentiirt man nun die Gleichung (Z )- (—)&: :0 noch einmal nach 
N (! ar 


Ar =. Wi 


allem /, so erhält man 
EN + 
\or:/ 1 \oty/ ot | \O 


dies von dem Ausdrucke für V, 


" 2U I U ’ 
Rn ie )- 2(— Ya subtrahirt. giebt 
otöy 


(5 Er en) ( r (> =) = Cor 











Fi 











*) Allgemein ist hier ein Werth, wenn in ihm die Variabeln x und » gänzlich von 
einander unabhängig angenommen werden können; speciell, wenn er nur in sofern gültig 
st, als die Variabeln .v und y mit einander durch die Gleichung U = 0 verknüpft werden. 


ee 
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Dieser Ausdruck für V ist sicher eine sanze Funeclion von X, denn 
=D HHE - Ara +r(& 
— — (- p(a)-: ( 
\ ot: Is or 2 (= ot? or? p\ —)g' f\ 


! . oU OUN 
ist ganz und vom Grade n-- u—2; (Fr) und 0) sind, ebenso wie Ü, 


ganz und vom Grade rn, weil die partielle Differentiation nach y in dieser 

















db Ioa anni sin 
Fr m IpvUN\ ) und ae 51 y) eni- 


Hinsicht gar nichts ändern kann; endlich ( 
halten © gar nicht: es ist also wirklich der zuletzt aufgestellte Ausdruck für 
I sanz in «, und wir sehen, dals er vom Grade n-- u — 2. also sein Grad 
—JV ist. Die Differenz zwischen dem allgemeinen Y und jenem Ausdruck 
ist folglich. nach den im Anfange auseinandergesetzten allgemeinen Prineipien. 
durch U’ theilbar und man hat für ve Werth von z und y: 


j  (- e; (5) \0?y LUW, 

a) VE 1: 
wo W eine ganze Function von x ist Der Grad von ##° ist leicht zu bestimmen. 
denn es it K(UW)—=dV =n--u—2. ÖU—=n, foleliich IW — u—2: 
der Grad von W ist also. was sehr wesentlich zu bemerken. gänzlich unab- 


S 








hängig von dem Grade von Ü und hängt nur von dem der Function g(a) ab. 
Setzt man nun den jelzt gefundenen allgemeinen Werth von V in die 


yo = ur, 


oy\' o?y ’ R P, ‘ 2 
ersetzt (2) und a7: durch ihre Werthe w(y) und Aw (v),. und überträgt 
\O ol? ER rt u ‚ 


\ 


(Gleichung 





die Differentiationen nach /, wenn man will, auf solche nach x, so erhält man 
ein sehr allgemeines Theorem, nämlich eine partielle Differentialgleichung für U, 
welche man zerfällen kann. sobald die Zusammensetzung von U in Bezug 
auf vw festgesetzt wird. 

Es sei U von der Form P--Oy, wo P und Q von y Pasing 
sind. ÖoP=n, OO =n—1 und in P der Coöfficient des höchsten Gliedes — 1 
ist: dann ist also. wenn man U nach «x ordnet, der Coöffieient des höchsten 
Gliedes— 1, und die übrigen Coöfficienten sind von der Form «--by, wo u 
und 5 constant sind. Ferner seien g(x) und ır(y) ganze Functionen vom 
vierten Grade. Unter diesen Voraussetzungen. welche bei der Transforma- 


tion der elliptischen Integrale Stalt finden, hat man (5) = 0, (— )=0. 


DD EEE Mr Na 
20 * 
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setzung dieser Werthe geht die partielle Differentialgleichung in 


(= IE (e)y} — v(y)Q°: — U [52)- ( )Y . 10y(y) HU w\ 


über. Man überzeugt sich leicht nach der für U festgesetzten Form, dafs V 
sowohl als W auch in Bezug auf y ganz sein werden. Was die Grade dieser 








sanzen Functionen in Bezug auf y betrifft, so wird der Grad des Ausdrucks 


(4 'Y en —) > 


welcher — UV ist, offenbar gleich dem vom w(y), also =4, mithin der 
von V gleich 3; von demselben Grade 3 ist offenbar auch der für V-UW 
gewonnene Ausdruck 





OU 
(Fr) —30w(y); 
denn dessen Grad in Bezug auf y ist gleich dem von w(y), weil (=) nur 


vom ersten, dagegen w'(y) vom dritten Grade ist; folglich ist auch UW vom 
dritten (höchstens) und W also vom zweiten Grade in y. W ist also sowohl 
in. z als in v vom zweiten Grade, und man kann seizen: 
ne 15 et 

wo 9, q r vom zweiten Grade in & und von y unabhängig sind. Es bleibt 
also nun weiter nichts zu thun, als diesen Werth von W in die Gleichung (1.) 
zu setzen, Alles auf beiden Seiten nach Potenzen von y zu ordnen und 
die Coöfficienten derselben Potenzen einander gleich zu setzen. Man erhält 
durch diese Zerfällung, da beide Seiten der Gleichung (1.) in Bezug auf y 
vom fünften Grade sind, sechs Gleichungen, von denen aber nur drei totale 
Differentialgleichungen für P und Q sind, während die übrigen drei zur Be- 
stimmung der drei Funclionen von x, zweiten Grades, 9, qg und r benutzt werden 
können. Die weitere Ausführung dieses Gegenstandes, welche keine Schwie- 
rigkeiten hat, überlasse ich dem Leser, da es mir nur darauf ankam, die Prin- 
cipien und die Methode so klar als möglich auseinanderzusetzen. 
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IV. Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelproducte. 
aus welchen die elliptischen Functionen als Quotienten 
zusammengesetzt sind. 





1. 
So wie bei den Kreisfunctionen unendliche Producte vorkommen. deren 
Factoren dadurch definirt werden. dafs sie der Reihe nach für alle Werthe 
der Variabeln verschwinden, welche Glieder einer nach beiden Seiten fortge- 


> 


setzten arithmetischen Folge sind, d. h. für alle Werthe von der Form « m 3, 
wenn m alle ganzen (positiven, negativen und Null) Zahlen von — x bis x 
und «, # Constanten vorstellen: so setzen sich die elliptischen Functionen aus 
unendlichen Doppelproducten zusammen, bei welchen die Wurzelwerthe der 
einzelnen Factoren durch die Glieder einer arithmetischen Reihe mit doppel- 
tem Eingang bestimmt werden, d. h. durch die Glieder einer Doppelreihe. 
deren allgemeines Glied die Form em--Pn-+7y hat, wo m und n gleichzeitig 
und unabhängig von einander alle ganzen Werthe von — x bis » durchlaufen. 
Die bei den Kreisfunctionen vorkommenden unendlichen Producte sind also von 
der Form 
m1——_.) 
UTamtR) 
und die bei den elliptischen Functionen vorkommenden unendlichen Doppel- 
producte sind von der Form 


I1— 





ni 
er 
Ehe ich zu der genauen Untersuchung dieser letztern unendlichen Dop- 
pelproducte übergehe, will ich zunächst einen Augenblick bei der Betrachtung 
des Ausdruckes «m--Pn-H-y selbst verweilen, in welchem die drei Constanten 
«, P, y im Allgemeinen irgend welche complexe Werthe haben können. Es sei 





em--PN-—-y —= U. 
Diesen Ausdruck % kann man als eine Form ansehen, durch welche ge- 
wisse Werthe dargestellt werden können. Die Natur des Ausdrucks hängt 
in dieser Hinsicht offenbar hauptsächlich von dem Verhältnifs der beiden 
Coöfficienten @ und 5 ab, und y spielt nur eine Nebenrolle. Wenn « zu £ 


- 22 =. 
in reellem und rationalem Verhältnifs steht, d. h., wenn der Quotient — einer 
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reellen und rationalen Zahl gleich ist, so stellt der Ausdruck % jeden Werth, 
welchen er darstellt, unendlich oft dar, d. h. es giebt dann jedesmal unendlich 
viele zusammengehörige Paare von ganzen Werthen »n, n, für welche % einen 
und denselben Werth annimmt: denn es sei in der That. wenn dieser Fall 


2 
. . j? . y * r; . .. vV 
Statt findet, — in den kleinsten Zahlen rational ausgedrückt = —., wo u und v 
, 07 L 


. 
sanze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind. und BR, setze @ = ud, 
== rd, so wird 
u = d(um-—-rn)--y, 

und da hier der Ausdruck um--vn jede ganze Zahl und jede unendlich ofi 
darstellt, so sind die Werthe des Ausdrucks % nichts anders, als die Werthe 
von dın--y, wenn man jeden derselben unendlich oft geschrieben denkt; mit 
andern Worten: stellt nur die Glieder einer eenfachen arithmetischen Reihe 
dar. aber jedes derselben unendlich oft; in diesem Falle würde also das un- 
endliche Doppelproduet nichts anders sein, als ein unendliches einfaches Pro- 
duel. in welchem man jeden Factor unendlich oft geschrieben hätte, der Werth 
des Products wäre also stels unendlich grofs, und deshalb ist dieser Fall 
unbedingt auszuschliefsen; aus denselben Gründen ist natürlich der Fall aus- 
zuschlielsen. wenn einer der beiden Coefficienten «, /? (oder gar beide) Null 
wären. Wenn zweitens « zu % in reellem, aber irrationalem Verhältnisse steht. 
so sei ?=—=we und ® reell,. aber irrational; der Ausdruck « wird dann zu 


N Le 
u am nv) —-Y. 


Hier kann, da o irrational ist, nach einem bekannten Satze,. m--nw jeder be- 
liebigen reellen Gröfse so nahe kommen, als man will. und zwar geschieht dies 
für unendlich viele Paare »n, n; es kann also auch # jedem Werthe von der 
Form @k--7z, wo %A beliebig reell ist, für unendlich viele ganze Werthe m, n 
beliebig nahe rücken. Diese Folgerung ist aber in Bezug auf das unendliche 
Doppelproduct ebenso wenig annehmbar, als die des ersten Falles, und des- 
halb der zweite Fall gleich dem ersten zu verwerfen; man müfste denn fest- 
setzen. dafs für za und nr nicht «alle ganzen Werlihe genommen werden sollen, 
sondern nur solche. welche noch einer gewissen Bedingung genügen, etwa 
der. dafs ein dem # ähnlicher Ausdruck «' m-- P'm--y' oder vielmehr dessen 
analytischer Modul stets zwischen ganz bestimmten Grenzen eingeschlossen blei- 


ben solle. Es bleibt noch der dritte Fall, wenn «@ zu 5 in imaginärem Ver- 


hältnifs steht, wenn also der reelle Theil des Quotienten der beiden complexen 
Zahlen « und 7 von Null verschieden ist. Dieser Fall hat nicht die Schwie- 
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rigkeiten der andern beiden Fälle; denn während dort die Anzahl der van- 
zen Werihe von ın und rn, für welche der analytische Modul von « zwi- 
schen bestimmten Grenzen liegt, stets unendlich grofs ist. sobald sie von 0 
verschieden ist, d. h. sobald nur überhaupt irgend ein Werth des Moduls von 
u zwischen jene Grenzen fällt: so ist hier dagegen diese Anzahl stets endlich 
und begrenzt. Es möge der analylische Modul einer complexen Zahl durch 
den Buchstaben M bezeichnet werden, so dafs M(p--gi) = -ıp-q. 
wenn p und g reell sind; es sei ferner e—=u-;- at, P—=b--bi, y=e--di 
Setzt man um --bn--c == v, welches der reelle Theil von « ist. und 
a m--b'n--c = v', welches der Coefficient von 2 in u ist, so erhält man 
M (u) = y(v’--v”); soll nun M(u) zwischen gewissen Grenzen liegen, so 
müssen um so mehr v und ©’, abgesehn vom Zeichen, zwischen denselben Grenzen 
ce und v’ — ec’ dann zwischen ganz bestimmten Gren- 





liegen, also liegen auch v 
zen, und da die Determinante «b’ — ba des linearen Systems von Gleichungen 
am-- bn = v—c, 

«m-bn —= vV—d, 
durch welches man »» und n in v— c und vo’ —c’ ausdrücken kann, in unse- 
rem Falle von O0 verschieden ist, so sind auch »» und n zwischen bestimmte 
Grenzen eingeschlossen, und da zwischen diesen nur eine endliche Anzahl von 
ganzen Werthen liegen, so exislirt um so mehr nur eine endliche Anzahl 
von ganzen Werthenpaaren rn, n, für welche M(wu) zwischen den gegebenen 
Grenzen liegt. Namentlich giebt es also nur eine endliche Anzahl von Com- 
binationen m, n, welche den analytischen Modul von # kleiner machen, als 
irgend ein gegebner positiver Werth. Wir setzen demnach hier stets das Ver- 
hältnifs der beiden Coöfficienten « und /? als imaginär voraus. Diese Betrach- 
tungen sind nicht neu, aber es schien mir nicht unpassend, sie hier besonders 

hervorzuheben. 


Die Eigenschaften eines Products lassen sich am besten untersuchen. 
wenn man die Logarithmen der einzelnen Factoren betrachtet. Die Variable 


. Fe; . °. “ 

in unserem Producte (1 = 2) wird als beliebig complex vorausgeseizi. 
. By ‚2 .. “ 5 . £} 

Der Logarithmus von er läfst sich in eine convergente Reihe nach Poten- 


zen von x entwickeln, sobald M(w) > M(x) ist; es ist daher zweckmälsig. 
von dem Producte vor der Hand diejenigen Factoren auszuschlielsen. in wel- 
chen M(w) = M(x) ist; die Anzalıl dieser auszuschliefsenden Factoren ist nach 
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dem Vorhergehenden endlich, und es werde das Product der übrigen durch 
' K 
m(—: 


bezeichnet, in welchen also m und n nur diejenigen ganzen Werthe durch- 
laufen, welche der Bedingung M(w) > M(x) genügen. Unter dieser Vor- 


aussetzung ist 





( 1 Rn A r? x? xr* | 
08 a ae — ER - er N « Pre u .. 
° u u zu: 3u: Aut rn 
folglich der Logarithmus des ganzen Productes 
»2 » . 
1) ei Free 
u - u: 3 u3 4” ut T 


die Summen mit accentuirtem Zeichen >’ erstrecken sich ebenfalls nur über 
diejenigen ganzen Werihe von »2 und n, welche der Bedingung M(w) — M(x) 
genügen, und die Anordnung der Werthe von in diesen Doppelsummen. 
d. h. die Reihenfolge, in welcher die Glieder addirt werden, ist dieselbe, als 
diejenige. in welcher die Factoren des Products multiplieirt werden sollen. 
Diese Umformung des Logarithmen des Productes ist statthaft, sobald man 
zeigen kann, dafs die Summen, welche die Coöfficienten der Reihe (1.) bilden. 
convergent sind, und dafs die Reihe (1.) selbst convergirt, unabhängig von 
der Reihenfolge ihrer Glieder; also auch dann noch, wenn man statt aller 
Glieder ihre analytischen Moduln setzt. Was nun zunächst die Coöfficienten 
der Reihe betrifft, so werde ich beweisen, dafs sie vom dritten ab inclusive, 
also die Coöfficienten von x’, x*, x°, in inf. nicht blofs convergiren, son- 
dern sogar gänzlich unabhängig von der Anordnung der Werthe « sind und 
stets ganz bestimmte und immer dieselben Werthe annehmen, in welcher 
Reihenfolge man auch die Glieder der Summen beim Addiren auf einander 
folgen läfst; die Coöffieienten von x und =” dagegen, nämlich die Summen 
2 = und 2’ können zwar convergent sein, wenn man ihre Glieder in 
passender Reihenfolge addirt, aber sie sind weder stets convergent, bei jeder 
Reihenfolge, noch behalten sie immer denselben Werth, wenn man von einer 
Anordnung der Glieder, bei welcher sie convergiren, zu einer andern über- 
geht. Es convergiren nämlich die Summen 

zii 

ur 


unabhängig von der Anordnung der Glieder, und auch dann noch, wenn man 
statt aller Glieder ihre analytischen Moduln setzt, so oft der Exponent u. >2 





_ 
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is. Ersetzt man in der That alle Glieder in dieser Reihe durch ihre analyli- 
schen Moduln, indem man «, 5, y in ihre complexen Werthe ea «t, 


==b--Di, y—=c-+.ci auflöset und demnach u —= am --bn- e-i(a'm--bn- cd’, 


uN ei Paz BB u Rd 
Mu) = ((am-+bn--c)-—(am-+b'n--c)‘) 
setzt. so erhält man 
’ 1 


< 





u 


Kam+bn+c)?+(«m+ln-+c)?? 
es ist also blofs zu beweisen, dafs 
1 


(am+bn+e)?+(W"m+lUn+ ed) 


x 





p) 4 
’ 


convergirt. wenn «1 ist. Dieser Satz ist nur ein specieller Fall eines 
viel allgemeineren, welchen ich, da er auch bei andern Untersuchungen von 
Nutzen sein kann, hier in Folgendem auseinanderseizen will. 

Die rfache Reihe 








ey I. FEED 
4 ae 2 L Lu ? 
m] - m; -+ m; -1 er m;\ 
in welcher alle Indices m,, 2m, m;, .... m, alle ganzen Werthe von — x 


bis x durchlaufen mit Ausschlufs der einen Combination 
2 Mur 7 Me 97 
convergirt, wenn u_>4r ist. 

Man beweiset zunächst. dafs die Reihe convergirt, wenn die Indices 
blofs alle positiven ganzen Werthe durchlaufen. Man theile die ganze Reihe 
unter dieser letztern Voraussetzung in Partialreihen, auf die Art, dafs in der- 
jenigen von diesen Partialreihen, welche ich durch (A,, An, .... k,) bezeichne. 
die Indices den folgenden Beschränkungen unterworfen sind: 


a <— u << er 


ie, 

(K.) 2% < m < akt, 
k. Bet 

ae Ei et 


wo Ay, dr. .... 4, combinando nach und nach jede der Zahlen 0, 1, 2,3. 4, in inf. 
vorstellen können. Die Anzahl der diesen Beschränkungen genügenden Werthe 
beträgt für jeden einzelnen Index 2" — 2? = (2—1)2* — 2%, also beträgt die 
Anzahl der Combinationen der Indices 
Mi Mas May 20. Min 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 2. 21 
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N . . .. ‘ gt > ‘ 
welche jenen Bedingungen genügen offenbar 2%: .2% ,,.. 2” — 2** — 2'*, wenn 
ee u Fe 5 h ‘ } h ‘ 
durch 2: BE ine er -— das arilhmelische Mittel aller 4 bezeichnet wird: 
dies ist die Anzahl der Glieder der Parlialreihe. Was die Glieder selbst betrifft. 


so zieht man aus den obigen Ungleichungen die folgende: 














Narr — an, -- m; m; - u -- m’ < 22H 2 
folglich um so mehr 2°” Im‘, da z nicht gröfser als wenigstens eine der 
Zahlen A,, An. .... k,, also 2° <ZE2° ist; und hieraus wiederum 

1 rn 
m? +m? + m‘ +....t+m2/“ u 
[olglich sind sämmtlliche einzelne Glieder der Partialreihe nicht gröfser als Sim 


und da ihre Anzahl, wie schon bemerkt, 2” beträgt, so ist die Summe aller 


Glieder der Parlialreihe nicht gröfser als 








Irı 1 1 | | 
ee 7 u 7° ee > aa 
2 - Pr allen 9 Zube, 37 . 

w ni — 


die Summe aller Partialreihen. für welche A,, /». .... k, sämmtlich nicht 


[4 


oröfser als die bestimmte Zahl % sind, ist mithin nicht gröfser als 














—k k,=k k,—k 1 f 
u  % in "u j 
— — > u. — > 5 Zu ee Pr 
<u—7 <U—T u—7T 
—) k,=0 l,=0 „——k nen 2 
— — fi ‘ % q Yo ı 4 
ul - 
I - l | | | 1 ı 
; mn it aan ie. je ae 1.6 
! | 2 u—ı I ‚2u—1 | ‚2u—ı | | Kazt . 
u = een 3 — - 
v ‘ ‘ 
PA - m 4 ME 


Diese geometrische Reihe convergirt für A—=»x, sobald Qu — r positiv, also 














«>> 4r ist, und hat dann zur Summe 
2u—17 
| 2 
—— Tun — 
Fer 2u—1 2 . —1 
2 ur 


Ks ist also die Summe aller dieser Parlialsummen, d. h. die Summe aller Glieder 
der vorgelegten Reihe. für welche die Indices den Bedingungen genügen, 
Da EHI OTHER 


Sal. I 
= | CE 


kleiner als vn =) == 7 —, 50 grofs auch 4 genommen wird, wenn 
so) @r-Y 


nur der Exponent u grölser als die halbe Ordnung der Reihe 47 ist. Da man 


nun. wenn die Summalionen in der vorgelegten Reihe sich von m, —=1 bis 
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nm —=M,. m —1 bis m; —M,,.... m, —1 bis m, —=M, erstrecken, immer 4 





so erofs annehmen kann, dafs 2''' gröfser als die gröfste der Zahlen M,. 


M;. .... M, wird, so ist hiermit die Convergenz der Reihe erwiesen und 
gr 
zugleich. dafs ihre Summe —= —._ —; Ist. Für negative Werthe der In- 


dices erhält die Reihe denselben Werth, als für positive. da in ihr nur die 
Quadrate der Indices vorkommen. Es bleibt noch der Fall, wenn einer oder 
einige der Indices, z. B. o derselben. wo 0 <o<Zr ist, den Werth Null haben. 
d. h. es bleiben noch diejenigen Glieder der ursprünglich vorgelegten Reihe 
zu betrachten. in welchen o Indices den Werth Null erhalten. Dieser Theil 
der Reihe kann als eine (7 — o\fache Summe von derselben Form als die vor- 
selegte und mit den @— 06 nicht verschwindenden übrigen Indices angesehen 
werden. welche nach dem vorhergehenden sicher convergirt, da ja um so mehr 
«> 4(T—0) ist, wenn schon u >4r war. Da also auf diese Weise die 
ursprüngliche Reihe aus einer endlichen Anzahl von convergirenden Reihen zu- 
sammengeselzt wird. so convergirt sie ebenfalls. Man könnte übrigens ebenso 
leicht zeigen, dafs sie nothwendig divergirt, sobald u —. 7 ist. Auf dieselbe Weise 
könnte man auch den noch allgemeineren Satz nachweisen, dafs die rfache Reihe 


- 1 . . . . T T 
2 convergirt oder divergirt, je nachdem u > - oder 


ae La yıd r i. 
(m mi ....tm}) ) 





ist; nur mufs man bemerken, dafs die Summe nur positive Werthe der Indices 
umfassen darf, wenn v ungerade ist. 

Der eben bewiesene Satz über die Convergenz einer Gattung von rein 
numerischen Reihen dient nur als Hülfssatz. um die Convergenz einer allge- 
meineren Gattung darzulhun, welche eine grolse Anzahl von constanten Coöf- 
ficienten in sich schliefst. 

Denn man nehme irgend ein System von 7’ reellen Conslanten @ an. wie: 


(a), 9, aM, .... a”, 
re, 

/ l 2 5) r 
(A.) a‘ / a, er, 
ad, N, a, .... a, 


welche der einzigen Bedingung unterworfen sind. dafs die aus dem System 
cebildete Determinante von Null verschieden sein soll. und formire mit Hülfe 
dieser Constanten als Coöfficienten 7 lineare und homogene Verbindungen 
der r Indices m,. m». .... a,. nämlich 

21 * 


a 
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w, — am a” m;+....+a”m,, 
un —= al’ m, + a”) m; - .+ a" m,, 
er a), 2 | Ä 
w = m + mM -.... tu" m, 
man nehme ferner noch r andere reelle Constanten €,, ©, .... ec, an und 
bilde die Verbindung 
07 
nz. . \- E . .\- | | \> _—— bi “ N . \- ————. 
m, 6) + (m 09) +... +w, rc) = Z(wre) = JS, 
os=1 


welche als 
und 


vorstellt: 


in welcher 


— »o bis so durehlaufen * 


eine Funetion der 


insofern die allgemeinsle 


r Indices »n,, m,, .... m, zu belrachten ist. 


positive Form zweiten Grades mit 7 Variabeln 


dann behaupte ich, dafs die zfache Reihe 


= 


ni Q“ E 


alle Indices »2 unabhängig von einander alle ganzen Werthe von 


),. ebenfalls convergirt, sobald der Exponent u > 4 ist. 


Man wähle irgend ein System von z nicht negativen ganzen Zahlen 
hi, hr, .... A, und betrachte alle ganzen Werthe der Indices m,, m; , .M,. 


welche den folgenden ı 


deren allgemeine Form k S. Mw-- At 


(K.) 


Bedingungen Genüge leisten: 
k zZ Mw-c) < k,+1, 

| k» = Ka <k-+1, 
iz 


s ie + ). x 
k--1 ist. 


4. 


k,- 


Die Anzahl dieser Werthe 


ist stels endlich und läfst sich in ganz bestimmte Grenzen einschliefsen, welche 


von den ganzen Zahlen Ä,, A, ... 


. k, unabhängig sind. Wenn man näm- 


T 


lich die linearen Gleichungen „ welche die w durch die m ausdrücken, algebraisch 


nach den zn auflöset. 


Coeflieienten: 


*) Es kann höchstens eine einzige Combination der Indices geben, 
welche die 
Ist, 


nämlich für 
Combination 


ist, 


diese 





so erhält man ein ganz bestimmtes System von 7’ neuen 


Eh N, 

(1) (?) A (7) 

b\ e) b; ’ by b; 9 

(B.) \ b5 e 65, Lo, 59, 
1) (2) (3) (7) 
1,0, BD, 2... 00, 


für welche 2 = U 
sämmllichen 7 Gröfsen von der Form w te verschwinden: 


wenn sie existirt, in der Reihe auszuschliefsen. 
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mit deren Hülfe die »» durch die w linear ausgedrückt werden, wie folet: 


nn = Wu +9 wm +09 uw; -+....+09ıe,, 

m; = dw + Bw Pt... ., 
u WYTWWRET: | 

nn, = bw +9 wm +6” w;-+.... +6) w.. 


Dies erfordert aber wesentlich, dafs die Determinante des Systems (A.) und 
somit auch die des Systems (B.) von Null verschieden sei. wie wir es vor- 
ausgesetzt haben. Da nun in den Ungleichheiten (A) die Moduln der Gröfsen 
von der Form w--e vorkommen, so ist es passend, w--e durch Hfe- 
auszudrücken und w--ce = eM(w--c) zu seizen, wo & sowohl = --1 als 
— —1 sein kann, da w--e sowohl positiv als negativ genommen werden dar! 
Man setze nämlich 
+6 = &M(w-+6c), w+0o = 8Mw-c), us. w.. 
wo jeder der Buchstaben &,. &, u. s. w. jeden der beiden Werthe +1 haben 
kann; die Anzahl dieser Zeichen-Combinalionen ist 2°. Jede der Gleichungen 
von der Form 
nn — bw, bb un--.... +9 w,, 
wo der unlere Index von »2 und von db irgend einer aus der Reihe 1. 2,3 
bis x sein kann, läfst sich zunächst auf die Form 
m— bw) bw) +... +0 Xw,te,) — (be -9a-....+bVe,). 
und dann auf die Form 
m — 86") Mn, + c)-- 80 Mım —-e)+.... +8," Miw,-e,) 


— (Ve, +9 an .... +6 e,) 
ea ze, 11) M(w, -- C,) — PU C, 
bringen, wo in den Summen o die Werthe 1.2.3. .... 7 (f.) erhält. Nun 


liefert jede Ungleichheit von der Form 
k — Mw-e) < k-+J1, 
in welcher der untere Index von %, w, und e irgend eine Zahl o aus der 
Reihe (£.) sein kann, wenn man sie mit ed multiplieirt, wo der untere Index 
von & und der obere von d ebenfalls o ist, eine andere, entweder von der Form 
ebk — ebM(w--c) — ebk--eb, 

oder von der Form 

ebk--eb — sd M(w--c) Z. ebk, 
je nachdem &d positiv oder negaliv ist; addirt man alle diese Ungleichheiten. 
welche den verschiedenen Werthen von o entsprechen und berücksichtigt hier- 








162 20. Eisenstein, genaue Untersuch. der elliptischen unendl. Doppelproducte. 


bei die eben erwähnte Verschiedenarligkeit der Form. so erhält man 
Se," k,+p = Zeb" Mw,-c,) Z Ze,b9%R, tg, 
wo p die Summe aller negativen und g die Summe aller positiven Glieder 
der Reihe 
I, N, N, 5b 
bezeichnet. Subtrahirt man in dieser letzteren Ungleichheit von allen Gliedern 


die Gröfse Ib)e,. so wird das zwischen den Zeichen <_ stehende nach dem 


Vbiren der Werth von m, und man erhält 


Ib (ek, — ec, "rp — m = be, R, 6). 


Wenn eine ganze Zahl ın, wie hier, zwischen zwei reelle Grenzen einge- 
schlossen ist. oder mit diesen zusammenfällt, so kann die Anzahl ihrer Werthe 
nie erölser sein als die um eine Einheit vermehrte Differenz der Grenzen: 
hier ist die Dilferenz der Grenzen offenbar = 4 —p, d.h. gleich der Summe 
der absoluten Werthe der Gröfsen 859, 2659, 8,59, .... ,5®, folglich 

- ES. Mb), und die Zahl der Werthe von m, welche zwischen diesen Gren- 
zen eingeschlossen sind, oder mit ihnen zusammenfallen, ist daher höchstens 

1-- 2.M(8). Die Ungleichung, durch welche m zwischen bestimmte Gren- 
zen eingeschlossen wird, steht für 7 Ungleichheiten, welche aus ihr hervor- 
schen. wenn man u und die d nach und nach mit jeder der Zahlen aus der 
Reihe (/.) als unterem Index versieht; es ist folglich die Anzahl der Werthe 
von 3R,. Von 20,, von 22;,,. U. S. Ww., welche diesen Bedingungen der Reihe nach 
genügen, höchstens und respeclive 
— 1+ Mb"), =1-rMl6), —=1+rM(bP), us w.f.; 
die Anzahl der Combinationen von ganzen Werthen m,. m;. 1m. .... ın,. 
welche allen diesen 7 Bedingungen zugleich genügen, ist demnach höchstens 
oleich dem Producte 
11-- ZN -- ENG) -+- FM(P)....[1- FM). 

und da diese Schlüsse für jede der 2° Zeichen-Combinationen gelten. durch 
welche die Werlhe von &,, &. .... &, bestimmt werden, und deren jeder ein 
solches System von Ungleichheiten für m,. an. .... m, entspricht. so ist im 
(Ganzen die Anzahl aller Combinalionen von ganzen Werthen m,. m,. m;. ..... 
welche den Bedingungen (K.) genügen, gewils nie gröfser als 


o0=1I 


we 
II AHEMEDON. 
= 


ol 


Wird dieses letztere Product durch € bezeichnet. so kann also jene Anzahl 
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nie gröfser sein, als die Constante C, welche, wie es behauptet wurde, gänz- 
lich unabhängig von den ganzen Zahlen Ä,, Ay, Ay, .... ist und stets dieselbe 
bleibt, welche Werthe man auch den letzteren beilegt. Im Allgemeinen: wenn 
ki, de, .... hr; 0, dh, »... 0, irgend welche 27 posilive Werthe haben. 


so ist die Anzahl der Combinationen ganzer mn, welche den Bedingungen 


ke; Mu, -- C,) 88 k; + d, b) 


I/\ 


k, SMw. +0) < kb, 


genügen, stels Z FA+II, ME) A FM)... A F0,MWN). 
und wenn Ä,, Ar, .... irgend welche reelle, d,, da, .... aber irgend welche 
posilive Werthe haben, so ist die Anzahl der Combinalionen ganzer ın, welche 


den Bedingungen 


k,<Sw,-te, <k,-0, 


—: 1 
genügen, stets — (1 +29, NE) A-+F9,M(6P))....(1-F0,M(b)): 
die obere Grenze für diese Anzahlen ist also stets unabhängig von den Zah- 
len %,, Ay, .... und hangt nur von den Differenzen d,. d,, .... ab. Es ist 
dies ein höchst wichtiger und bei vielen Anwendungen, welche die Ver- 
allgemeinerung specieller Sätze betreffen, unentbehrlicher Salz, dessen Beweis 
sich jedoch, so viel ich bemerkt habe, noch nirgends findet. Sollte er dessen- 
ungeachlet schon irgendwo gegeben sein, so verzichte ich gern auf die Priori- 
tät, auf welche ich auch in Bezug auf viele andere Dinge gern verzichten will. 
dürfte ich nur dadurch des oft sehr lästigen und Zeit raubenden Durchstöberns 
aller möglichen Bücher überhoben sein, in welchen möglicherweise über diesen 
oder jenen Gegenstand schon etwas angedeutet sein könnte, um so mehr, da 
meine Verhältnisse mir nicht erlauben. stets eine reichhaltige Literatur bei der 
Hand zu haben. 


Wenn man in der Reihe S— den Complex derjenigen Glieder be- 


-- 


trachtet, für welche die Indices ın,, m, .... m, den Ungleichheiten (A.) 
genügen: wenn man diesen Complex, der als eine Partialreihe betrachtet wer- 
den kann, durch (4,, Ar, .... 4,) bezeichnet, und nun in diesem Ausdrucke 
(kı,Än,.... A,) die verschiedenen k, unabhängig von einander, alle nicht ne- 
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valiven ganzen Werthe durchlaufen lälst, so erschöpft man offenbar durch die 
Totalität aller der unendlich vielen hieraus hervorgehenden Partialreihen alle 





1° . — l . * 
(lieder der Reihe 2 —,, und es ist folglich 
- 





2 = Elsa iu) 


wenn in der zweiten Summe Ä,, Ay. .... k, alle ganzen Werthe von O bis & 
durchlaufen. Von der andern Seite ergeben sich aus den Ungleichheiten (K.) 
die folgenden: 

KzZ(w+c) <(k+1), RZ (w-+ 0)” <(l, 41), us. w., mithin 


HR... (m te) tn to)” +....+-(w,-c,) 

— (TE LIPL 
und wenn nicht alle % der Null gleich sind, so folgt hieraus 

| 1 | 1 
e H T Ce, 7 (Ü, 4 Ca )* + elc. — ki + k; + .... + k; > 2" . (ER L ... . ae 
Es sind folglich, mit Ausschlufs der Partialreihe (0, 0,.... 0), alle Glieder der 
| 

(k+l2+....+k)“ 


Anzahl der Glieder dieser Partlialreihe nicht gröfser ist, als die Constante €, 


























Partialreihe (A,. Ar, .... 4,) nicht gröfser als 


T/ 


.„ und da die 


welche für alle Partialreihen dieselbe bleibt, so ist die Summe aller Glieder 
© 


(KB +..+6)" 


alle Partialreihen mit Ausschlufs der einzigen (0, 0, .... 0); zerlegt man daher 





der Partialreihe nicht gröfser als dieses Resultat gilt für 


die Reihe 2 —— in die Parlialreihe (0,0, .... 0) und in die Summe aller übri- 
oO“ \ J 


ven Parlialreihen und wendet auf jede dieser übrigen das eben gefundene Re- 
sullat an, indem man besonders bemerkt, dafs C für alle Partialreihen denselben 
\erth hat, so erhält man 
>: 0“ ER, dr... a) 0, DER ....%,) F(0,0,.... 0) 
2 | ! 

— (0. 0,...0)-- Ü& —— >» 

wa; (it+hl2+....+K,)" 
wo + ein Ausschliefsungszeichen ist; da nun die Reihe (0,0,....0) nur eine 
endliche Anzahl. nämlich nicht mehr als Ü Glieder enthält und die Reihe 

1 








- 


—— ,„ in welcher die Indices Ä,, A, .... A, alle nicht ne- 


 (kitkat+.... +4) 
oaliven ganzen Werthe mit Ausschlufs der einen Combination 0, 0. .... 0 
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durchlaufen, nach der weiter oben angestellten Untersuchung convergirt, wenn 


i „ish ’ „rs A 
«> +r ist, so ist hiermit auch die Convergenz der Reihe > —- für den Fall 


u > 4r nachgewiesen. 
Die Doppelreihe & „ welche sich von 
Kam+bn te)? +(@m+b'n+c)?\“ . 
der andern, in welcher >’ vor demselben allgemeinen Gliede steht, nur durch 
das Hinzutreten einer endlichen Anzahl von Anfangsgliedern unterscheidet, ist 





offenbar unter den eben betrachteten Reihen enthalten, wenn man 7 —2 selzi 
und die Bedingung hinzufügt, dafs die Determinante «ab’— bu’ von 0 verschie- 
den sein soll; diese letztere Bedingung ist aber erfüllt, sobald vorausgesetzt wird. 
wie wir es schon aus anderen Gründen angenommen haben, dafs der Quotien! 


«a atai (atai)b—Vi)  ab+taV „ab—ab 








A II rd: — pipe Gelde 
keiner reellen Zahl gleich sein soll. Es convergirt mithin die Reihe 
ar 1 le i 
>. — —. sobald u —>1 ist. 





(am-+-bn+e)?+(«m+b'n+e')?}“ Mu)“ 

und es convereirt folglich auch die ursprüngliche Reihe et so wie die Reihe 
‚1 l r .. 

= in welcher m und n alle ganzen Werthe ohne Beschränkung durchlaufen 


können, unabhängig von der Anordnung der Glieder, sobald u —>2; wenn 
aber u =. 2 ist, So convergiren diese letzteren beiden Reihen, selbst wenn 
sie überhaupt convergiren,. doch sicher nie unabhängig von der Anordnung 
der Glieder; denn es fällt nicht schwer, durch Hülfe der obigen Prineipien 


. . u. np 
auch die Divergenz der Reihen von der Form Sr in allen den Fällen nach- 


zuweisen, wenn «=_. tr ist. Es bleibt indessen hier noch eine Lücke: es eni- 
steht nämlich die Frage, ob der umgekehrte Satz eines bekannten Satzes richtig 
ist, ob nämlich eine von der Anordnung der Glieder unabhängig convergirende 
Reihe stets convergent bleibt, wenn man statt aller Glieder der Reihe deren 
analytische Moduln nimmt, ob man daher daraus, dafs eine Reihe in eine diver- 
gente übergeht, wenn man stalt der Glieder deren analytische Moduln schreibt, 
nothwendig schliefsen darf, dafs die Reihe in ihrer ursprünglichen Form nicht 
unabhängig von der Anordnung der Glieder convergiren könne. Wenn alle 
Glieder der Reihe reell sind, so mufs für sich allein die Summe aller positi- 
ven, so wie die Summe aller negativen Glieder eine convergente Reihe bilden. 
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und deshalb convergirt dann auch die Summe der absoluten Werthe aller Glie- 
der; wenn aber die Glieder complex (imaginär) sind, so bringe man das 
allgemeine Glied auf die Form r(cosp--2sing),. wo r der Modul des Glie- 
des ist: dann müssen auch die beiden Reihen, deren allgemeine Glieder r cosy 
und rsing sind, unabhängig von der Anordnung der Glieder convergiren, und 
da in ihnen die Glieder reell sind, so müssen sie diese Eigenschaft auch behalten. 
wenn für cosyp und sing stets nur der absolute Werth sesetzt wird; da nun 
abgesehn vom Zeichen cosp < 1, sing < 1 und deshalb cosy" <- cosg, 


nn. 
— 


sing’ <Z sing ist, so müssen um so mehr die Reihen, deren allgemeine Glieder 
rcosy' und rsingy sind, in demselben Sinne convergiren, denn sie entstehen 
durch Verkleinerung des numerischen Werthes aller Glieder aus den beiden 
vorhergehenden. Jene Reihen, welche nun aus lauter positiven Gliedern rcosg". 
rsing’ zusammengeselzt sind, geben durch Addition eine ebenfalls conver- 
gente Reihe, deren allgemeines Glied —= r(cosy’--sing’) —=r ist, nämlich 
gleich dem analytischen Modul des allgemeinen Gliedes der ursprünglichen Reihe. 
und somit ist also der angezogene Satz aufser Zweifel gestellt. Die strenge 
Sonderung der Reihen. welche ihre Convergenz einer besondern Anordnung 
verdanken und welche bei einer Änderung dieser Anordnung theils divergent 
werden, theils ihre Summe ändern können, von denen, welche ganz unab- 
hängig von der Anordnung der Glieder convergiren und stets dieselbe Summe 
behalten, in welcher Reihenfolge man auch die Glieder aufeinander folgen lasse. 
ist wohl hauptsächlich Derzchlet zu verdanken, welcher in seiner vortrefflichen 
Abhandlung über die Arithmelische Progression in sehr interessante Details 
über diesen Gegenstand eingeht. 
> 

Nachdem das eine der drei Probleme, auf welche die Reihe (1.) führt. 
absolvirt ist. nämlich der Nachweis, dafs die Reihen von der Form ze und 
Er wenn der Exponent « > 2 ist, unabhängig von der Reihenfolge 
ihrer Glieder convergiren, gehe ich zu dem Beweise der Convergenz der 
Reihe (1.) selbst über, welche auch dann noch Statt findet. wenn man statt 
aller Glieder ihre analytischen Moduln setzt. Zunächst kann man beliebig viele 
Anfangsglieder der Reihe weglassen, da diese zur Convergenz oder Divergenz 
nichts beitragen können; es ist für die folgenden Schlüsse nur nöthig, die 
beiden ersten Glieder wegzulassen. Ferner kann man die numerischen Multi- 


plicatoren 4, 4, 4, .... der einzelnen Glieder ebenfalls weglassen. da diese 
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\ 
Multiplicatoren die CGonvergenz, wenn sie Statt findel, nicht vermindern. Es 
handelt sich also darum, die Convergenz der folgenden Reihe nachzuweisen: 
h Nu AT .s5 .. a 
(May M(z'—)- (May M(z'—)+ (Me) M(2 —) + in inf.. 
u . 5 | 


deren allgemeines Glied 


M(x) M(z'—.) 


ist. und wo « alle ganzen posiliven Werthe von 3 bis © durchläuft. Nach einem 
bekannten Satze, welcher bei der geometrischen Repräsentation der complexen 
Zahlen (imaginären Gröfsen) nichts anderes besagt, als dafs eine Seite eines 
Polvgons kleiner ist, als die Summe aller übrigen, oder dafs die gerade Linie 
der kürzeste Weg zwischen zwei Puncten ist, weifs man, dafs der analytische 
Modul einer Summe kleiner ist (oder wenigstens nicht gröfser) als die Summe 
der analytischen Moduln aller einzelnen Summanden; man hat folglich 


EEE 


qui Miu)e? 








und wenn daher die Reihe convergirt, deren allgemeines Glied 


1 
M(u)“ 





17 u ar 
M(x)“ 2 
ist. so wird die vorgelegte Reihe « fortior: convergiren; denn da man alle 


u ’ \ PE en 
(lieder der vorgelegten Reihe verkleinert, sobald man & Mo® statt M(z 2 


substituirt, so wird die vorgelegte Reihe gewils convergiren, sobald die neue 
Reihe diese Eigenschaft besitzt. Die Convergenz dieser letztern Reihe kann man 
nach den bekannten Methoden auf zwei Arten beweisen, indem man entweder 
zeigt, dafs der Quotient aus dem ı-'-1ten Gliede durch das «te Glied mit 
wachsendem u gegen eine Grenze convergirt, die unter der Einheit liegt, oder 
indem man zeigt, dafs die «te Wurzel aus dem wten Gliede für wachsende 
u ebenfalls gegen eine Grenze <- 1 convergirt. Nach der oben festgesetzten 


u. } 1 
Bedeutung des Zeichens =’ erhalten in der Summe = yon die Indices m 


und a nur solche Werthe, welche M{wu) > M(x) machen; es sei M, der 

kleinste der Werthe, welche unter dieser Beschränkung der stets positive Aus- 

druck M(uw) für alle ganzen Werthe der Indices annehmen kann und € sei 

die Anzahl der Combinationen mn, n, für welche M(uw) = M, wird; diese 

Anzahl ist nach dem Obigen endlich; ferner sei M, der der Grölse nach auf 

diesen M, folgende Werth von M(u). d. h. es sei M, der kleinste Werth. 
22 * 
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welchen M(w) für alle ganzen Werthe der Indices unter der Beschränkung 
Mu) >- M, annimmt; die drei Gröfsen M(x), M, und M, genügen dann 
der Ungleichheit 


M‘x) <M, < MM. 


und der Reihe Sm kann man, wenn man die Ü Anfangsglieder, für 
4 u 
welche M/u) =- M, ist, herauszieht, die Form 





M (u)“ M# =. Mu)“ 


seben, wo die zweite Summe sich über alle diejenigen ganzen Werthe von m 


u 


und rn erstreckt, für welche M(uw) —M, wird, für welche also auch 
RUN, 3 
Mu) = M, 
ist. Wählt man eine bestimmte Zahl v, welche >2 ist, z.B. v==3, erhebt 
die eben geschriebene Ungleichheit, welche sich auf alle Glieder der Reihe 2” 
bezieht, auf beiden Seiten zur Potenz u—v, welches für ein hinlänglich gro- 
ses u (z. B. © >3) stets positiv ist, und multiplieirt dann beide Seiten mit 
1 


u; 0 leitet man aus jener Ungleichheit die folgende ab: 
J tt) 


1 2 1 





Mw)* = Mi? Mw)”’ 
und diese liefert. wenn man über alle der Bedingung genügenden Gombina- 


tionen der Indices summirt: 
1 


— oo 


Mw“ — mi” Mu’ 








4 an} | . . £} 
Leiziere Summe = Mar ist eine ganz bestimmte Constante, welche von u 


. are: A 
nicht abhängt; man hat demnach folgende obere Grenze für = Yu sefun- 


den. nämlich. wenn man die Constante 


1 
DU .. 
M, >= May’ für welche man z. B. 
; 2 1 .. \ . 5 
M;z Mar wählen kann, durch © bezeichnet, so ist 
d u 
Fe en Ar 





Mu“ — Mme' me 


Als untere Grenze für dieselbe Summe bietet sich unmittelbar der Ausdruck 


C 
gr dar, und man hat demnach: 
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Benin oh: 
M# 7 Miu“ ” M4 ' Mi’ 
wenn man hier «--1 statt « setzt, so ergiebt sich 
© 1 U ... 


on ei 
u 1 — 
M, 


er Mur Tmer m 
Für den Quotienten der in diesen beiden Ungleichheiten zwischen den Zeichen < 





P- 


stehenden Summen 
. 
7 Mu)et! 
1 
Mu)“ 
erhält man demnach eine untere Grenze, wenn man die untere Grenze in der 





y 


u 


zweiten Ungleichheit durch die obere Grenze in der ersten dividirt, und man 
erhält für denselben Quotienten eine obere Grenze, wenn man die obere in der 
zweiten durch die untere in der ersten dividirt; nach einer einfachen Reduction 
werden diese beiden Grenzen des Quotienten der beiden Summen resp. 














C Be Gr (47 ! 2 | 
CM,+9M, (72) Pr 
1 





M\“ 2. 
da nın wegen M,<M, die Potenz (78) für u = x verschwindet, so con- 
1 


y 


. . .. . « . Ü | 
vergiren beide Grenzen für u—=»x gegen dieselbe Gröfse „7 = +7, und 
cM, M, 


folglich convergirt auch der obige Quotient gegen dieselbe Grenze 10 Bei 
er 


der Reihe, deren Convergenz wir untersuchen und deren allgemeines Glied 
1 

M(u)* 

ist, wird nun der Quotient aus dem «--1ten durch das ute Glied gleich dem 

eben betrachteten Quotienten multiplicirt mit M(x), also wird die Grenze 

jenes Quotienten für u=», 





M(z)* > 


.. M(&) 
-7 
also offenbar < 1, weil M,> M(z) war, folglich u. s. w. Man könnte auf 


) — 





u ; . 1 u 
dieselbe Art nachweisen, dafs die «te Wurzel aus Su stets zwischen 


convergiren, und es 





„wei Grenzen liegt, welche beide für u—=» gegen 5 


0 
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würde daraus ebenfalls die Convergenz der in Rede stehenden Reihe hervor- 
sehen: ich will mich aber hierbei nicht aufhalten, sondern gehe zur Lösung 


u. Ze \ a 1 
des dritten Problems. nämlich zur Betrachtung der Summen &’— und X’ — 


2 u“ 
über, indem ich untersuche, bei welcher Reihenfolge der Glieder sie conver- 
siren und welche Modificationen sie erleiden. wenn man von einer Anordnung 
zu einer andern übergeht. 


Ö. 


\ I . > Bi . a. EN 
Aus dem Vorhergehenden ist klar, dafs das unendliche Product 77 (ir — 
j (2 


convergiren und sein Logarithmus durch die Reihe (1.) ausgedrückt sein wird. 
obald man bei der successiven Heranziehung der Factoren zur Bildung des 
Produeis unter den Werthen von z dieselbe Reihenfolge beobachtet. welche 


. . 4 .} 1 “ 1 . 
sie bei den beiden Summen > tar und 2 einnehmen müssen, damit letz- 


tere beiden convergiren. Da ferner die Coöfficienten von x°, x*, u. s. w. in 
der Reihe des Logarithmen von der Anordnung der Glieder unabhängige 
Summen sind, so kann jede Modilication, welche durch ein verändertes Arran- 
sement der Factoren des Products eintreten sollte, nur die beiden ersten 
(lieder der Entwicklung des Logarithmen, nämlich die Coöffieienten von x 


u 


er 1 
und x’ treffen: bezeichnet man demnach die Zuwachse, welche I’ — und X’— 
% 


erlangen können, wenn man von einem Arrangement der Glieder zu einem 
andern übergeht, resp. durch » und g, so erlangt der Logarithmus des Pro- 
ducets bei dieser Veränderung einen Zuwachs von der Form — pr —Ige., 
wo p und qg von & unabhängig sind und nur von @, ß, y abhangen: das 
Produet selbst erlangt also einen Factor von der Form 


e- PX— 39x? 


Man kann die Form von p und g als Funclionen von y a priori angeben. Durch 
das Zeichen V sei die Modiflication angegeben oder der Zuwachs, welchen 
eine Reihe bei der Veränderung der Anordnung ihrer Glieder erleidet. wenn 
die Convergenz dieser Reihe wesentlich von der Reihenfolge der Glieder ab- 
hangt: ist die Reihe unabhängig von der Anordnung der Glieder, so ist V 
stets =0. Was die einfachsten Operationen mit dem Zeichen V betrifft, so 
kann man zunächst offenbar bei einer Summe, vor welcher es steht, eine be- 


liebive endliche Anzahl von Anfangsgliedern hinzufügen oder fortlassen: denn 
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die Summe dieser endlichen Anzahl von Gliedern kann durch Permutation der 
Glieder keine Modification erleiden; aus demselben Grunde kann man lerner 
auch eine Gruppe von unendlich vielen Gliedern fortlassen oder hinzufügen. 


wenn diese Gruppe eine Reihe constiluirt, welche unabhängig von der Anord- 
e . : u ae 

nung der Glieder convergirt. Bei der Berechnung von V I — und VI’ — 
{ 2 

kann man folglich die, eine Anzahl Anfangsglieder ausschlielsende Bedingung 
M(u) >> M(x) forllassen, und statt ihrer die andere M(am-- An) = M(y 
lestsetzen. wodurch man zuerst eine gewisse Anzahl von Anlangsgliedern hin- 
zufügt und dann wiederum eine andere ebenfalls endliche Anzahl von Anlangs- 
gliedern ausschliefst. Unter der Bedingung H(am-- pn) > M(7) lassen sich 
die allgemeinen Glieder der beiden Reihen, deren beide Modificationen man 


suchi, in convergente Reihen nach Potenzen von y entwickeln; man erhält 











. a Su 5 ae ee ee 
em-+Pn+y am-+Pn (em+Pn)? ' (am-+ An)® 
1 1 27 37? u 
— _ i -- . —— ininf. 














(em+Pn-+y)? (em+Pn) (am-+Pn) ' (eam+Pn)! 


Mit Hülfe dieser Umformungen lassen sich obige Reihen, deren allgemeine Glieder 
hier entwickelt sind, selbst in Reihen nach Potenzen von y entwickeln; die Con- 
vergenz dieser letztern Reihen folgt unmittelbar aus denselben Prineipien, durch 
welche ich oben in $. 2. die Convergenz der Reihe (1.) bewies; in der That 
sind sie in dieser Beziehung genau von derselben Form. wie die Reihe (1.) und 
sehen aus derselben hervor, wenn man dort 7-0 setzt und die numerischen 
Multiplicatoren 4, 4, 4, ete., welche auf die Convergenz keinen Einflufs üben. 
durch andere Multiplicatoren ersetzt, welche eben so wenig die Convergenz 
weder vermehren noch vermindern. Die Coöffiecienten in diesen Reihen nach 





Potenzen von y werden Reihen von der Form >& „ welche unabhängig 


1 
(em-+ Pin)“ 
von der Anordnung der Glieder convergiren, sobald « —>2 wird, wie in $. 1. 
bewiesen worden ist; man kann daher bei der Bestimmung von V in den 
Reihen nach Potenzen von y diejenigen Potenzen von 7 weglassen, welche 
Coöfficienten von jener Form haben, in denen u. >? ist: dies gestaltet also 


bei der Reihe für = — die Fortllassung aller Glieder bis auf die beiden ersten. 


. ira Bra m‘ \ „.’8 
und bei der für ="; die Fortlassung aller Glieder bis auf das einzige erste. 
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Man erhält demnach 











sn 1 1 1 
Se A El re hen vrV 

u am An 3-3 < amtBn®’ und 
V zii — VZ a . 

u? (em+Pn)? 


Obgleich die Indices in denjenigen Summen, vor welchen hier zur Rechten das 
Zeichen \ steht, noch der Beschränkung M(am--Pn) > M(,) unterworfen 
sind. so kann man doch diese Beschränkung wiederum fortlassen und braucht 
nur die einzige Combination a —=0, n=—=0 auszuschliefsen. Thut man dies 
und setzt der Kürze wegen für der Augenblick die sowohl von x als von Y 
unabhängigen Conslanten 





abise 1 1 
5x ee re 
’‚2_——— =a und v2 —b 
am-+Pn («m-+ Bm)? , 
so wird p=a—by, 9 = b, und der ganze Zuwachs des Logarithmen 
un . . 5 5 
von IE Be wird von der Form — (a—by)x — 4bx" —= — ax — 1ba?- by; 
u ‚ u. Di, 


der Factor, welcher zu dem Producie selbst hinzutreten kann, wenn man von 
einem convergenten Arrangement der Factoren zu einem anderen ebenfalls 
convergenten übergeht, ist folglich stets von der Form 


e” (a—by)x— x? 
wo die beiden Conslanlten a, d einzig von « und / abhangen. 


Es wird der Gegenstand des folgenden Paragraphen sein, nachzuweisen. 

dals die Reihen > — —— , in welchen o=1 oder =2 sein kann, con- 
(em-+ An)“ 

vergiren. sobald man die Glieder in der Reihenfolge so auf einander folgen läfst. 
dafs man erst nach dem einen Index »n summirt, indem man je zwei enige- 
eengesetzte Werthe +»: zusammenfafst, und dann das Resultat der Summation 
nach >22 wiederum nach dem andern Index 2 summirt, indem man ebenfalls je 
zwei entgegengesetzte Werthe desselben +r unmittelbar nach einander nimmt. 
Ilier dagegen will ich für einige der einfachsten und wichtigsten Änderungen 
Eee 
(em+ An)‘ 





dieses Arrangements der Glieder die Werlhe der Modificationen V 


zu bestimmen suchen. 





*) Es ıst hier sehr unwesentlich, zu bemerken, dafs & bei einem gewissen 


am+Pn 
Arrangement der Glieder den Werth Null hat; man mufs aber deshalb nicht glauben, 
dafs diese Reihe stets den Werth Null hätte. 
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Wenn man in irgend einer Doppelsumme oder einem unendlichen Dop- 
pelproducte eine dwrchgreifende Vertauschung der Glieder anbringen will. 
d. h. eine solche, welche sich nicht blofs auf einen endlichen Theil der Summe 
oder des Products bezieht: so kann man dies am einfachsten dadurch erreichen. 
dafs man statt der Indices m und n neue Indices mn’ und n’ einführt. welche 
mit den ersteren durch Relationen von solcher Form verknüpft sind, dafs jeder 
Combination von ganzen m, n eine und nur eine Combination von ganzen 
n', n' und umgekehrt entspricht; d.h. man wird zwei solche Gleichungen zwi- 


' annehmen, dafs die Werthe von m’ und n’, welche 


schen m, n und m’, n 
sich aus diesen Gleichungen in m und n ausgedrückt finden, stets eindeutio 
und ganz sind, wenn für m und n ganze Zahlen angenommen werden: und 
dafs ebenso, wenn man umgekehrt vermittels derselben Gleichungen oder durch 
deren Auflösung m und r in m’ und n’ ausdrückt, sich zu ganzen Werthen 
von m’ und n’ ebenfalls vollkommen bestimmte und ganze Werthe von »n und n 
ergeben. Die Werthe der neuen Indices können sodann im Allgemeinen 
bei der Addition oder Multiplication in derselben Folge herangezogen werden. 
welche zuvor für die früheren Indices festgesetzt oder willkürlich angenommen 
worden war. 

Es giebt zwei Arten solcher Transformationen der Indices, welche eine 
besondere Beachtung verdienen. Die erste Art besteht darin, dafs man irgend 
zwei constante ganze Zahlen 4 und » wählt und die Gleichungen 

m — m 1, n = n -rv 
selzl. aus welchen 
mM —= m—i, w — nn —rv 
folgt. Wenn hier m und n alle ganzen Werthe von — x bis » durchlaufen. 
so durchlaufen »n’ und n’ dieselben Werthe; jeder Combination m, rn entspricht 
eine und nur eine Combination »', n’, und umgekehrt; nur dafs der jedesmalige 
Werth von m’ hinter dem von m um 4 Einheiten und der von x’ hinter dem 
von n um v Einheiten zurückbleibt. Bei der zweiten Art von Transformationen 
der Indices nimmt man zwischen den alten und den neuen Indices ein System 
von linearen und homogenen Gleichungen 
m — Im’ un), 
n = vm-+on 
an. wo die Coöfficienten 4, u, v, eo ganze Zahlen sind und ein Transformationssysiem 
h, u 
.) 
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bilden. dessen Determinante go — ur=:=+1 ist. Diese Gleichungen ge- 
nügen offenbar den obigen Bedingungen; denn zunächst sind »2 und n wirk- 
lich in »@', m’ sanzzahlig ausgedrückt, und da die Determinante des Systems 
der positiven oder negativen Einheit gleich ist, so erhält man durch Auflösung 
der obigen Gleichungen: 








. om— un 
m — ————— — 80:M—Eu.N, 
AO — uv 
— vm-in 63438 
n —— —— rin po — Eevr-MmM oz Eei»-N?: 
0 — uv 


ein System, durch welches wiederum »»’ und zn’ ganzzahlig in m und n aus- 
gedrückt sind. Als ein specieller Fall dieser zweiten Art von Transformation 
ist Dasjenige anzusehen, was man gewöhnlich die Vertauschung der beiden 
Indices in einem Progressus von zwei Dimensionen zu nennen pflegt; denn 
diese Verlauschung kommt darauf hinaus, an = n’ und n == m’ zu setzen, d.h. in 
obigem Systeme = 0, u=1,»r==1, o==0 zu nehmen; was eine unei- 
gentliche Transformation giebt, wenn man die Transformationen dieser Art in 
eigentliche und uneigentliche eintheilen will, je nachdem Ag — ur —=--1 oder 


,.0 — ur —= —1 ist. 

Die Summen, auf welche die Entwicklung des Logarithmen des in dieser 
Abhandlung betrachteten Products führt, sind sämmtlich von der Form 

Zf(am--Pn-+y) = Zf(u) 

während das Product selbst von der Form I/f(em-- an--y)=IIf(uw) ist. 
Durch Einführung der ersten Art von Transformation geht em+Pn--y in 
em - Im’--y--Ao--vP über, welcher Ausdruck in Bezug auf die neuen 
Indices genau dieselbe Form hat, wie der vorhergehende, wenn man nur 


t Pr ! ja 
„= V-—-AUTrrD 
d / | 0: l ı J 


an die Stelle von y geselzt sich vorstellt. In dem Falle also, wo obige Summen 
unabhängig von der Anordnung der Glieder convergiren ( was wirklich für 
alle nach dem zweiten folgenden Coöffieienten der Reihe (1.) Statt findet), hat 
man stets die Gleichung 

ZSf(em-+PBn--y) = Zf(am -+Pn--y'). 
Diese beiden Summen repräsentiren eine und dieselbe Function, die eine von 7, 
die andere von y'; es hat also diese Funclion die Eigenschaft, ungeänder!t 
zu bleiben. wenn man y' an die Stelle von y setzt, d. h. wenn man 7 um 
,e--vp9, nämlich um ein beliebiges (positives oder negatives) Vielfache von « 


und um ein beliebiges Vielfache von ? vermehrt; alle Reihen also, von der 
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obigen Form, welche unabhängig von der Anordnung der Glieder convergi- 
ren, sind, als Functionen von y betrachtet, doppelt periodische Functionen, 
welche die beiden Moduln der Periodieität « und 5 haben; ich nenne näm- 
lich einen Modul der Periodicität jede Gröfse, wie hier « und ?, um welche 
das Argument einer Function geändert werden kann, ohne dafs die Function 
sich ändert; Dasselbe, was Jacob: den Index der Periodicität nennt: das 
Wort Modul, welches schon eine ganz ähnliche Bedeutung in der Arithmetik 
bei der Theorie der Congruenzen gewonnen hat, scheint mir diesen Be- 
sriff weit besser auszudrücken, als das Wort Index, welches den Summa- 
tionsbuchstaben oder den Stellenzeiger einer Reihe bezeichnet: in der That. 
eine Congruenz bleibt ungeändert, wenn man die Variabeln oder unbeslimmten 
Zahlen um Vielfache des Moduls ändert; Dasselbe geschieht bei einer perio- 
dischen Function; die Einführung des Wortes Modul in dem eben angegebenen 
Sinne ist @aufs zuzuschreiben, der es, wenn auch nicht ausdrücklich in seinen 
gedruckten Werken. so doch in einem an mich gerichteten Briefe über die 
lemniscalischen Functionen in dieser Bedeutung gebraucht. 
Auf die beiden Reihen 
2 Sa. und en u 
am-+ Pn+y (em-+Pn-+y)? 

deren Summe von der Anordnung der Glieder abhangt, kann man die obigen. 
aus der Transformation der Indices hervorgehenden Schlüsse nicht anwenden: 
man kann dagegen die Modificationen oder den Zuwachs erforschen, welchen 
diese Reihen durch die Transformation der Indices erleiden, und wenn dieser 
Zuwachs V eine einfache Form annimmt, wie es sich in der That zeigen 
wird, so hat man Functionen von 7, welche bei der Vermehrung des Argu- 
menis um A@--v/ zwar nicht ungeändert bleiben, jedoch nur eine leichte 
und a priori angebbare Modification erleiden; man kann solche Functionen 
uneigentlich-periodische nennen. Bei jeder Transformation der Indices ist. 
wie wir weiter oben gesehen haben, der Zuwachs der ersten jener beiden 
Reihen von der Form a—by, wo a und db von y unabhängig sind, und 
der Zuwachs der zweiten Reihe ist dann —=d; man braucht deshalb nur den 
Zuwachs der ersten zu suchen, weil der der zweiten unmittelbar daraus her- 


vorgeht, wenn man in jenem Zuwachse den Coöflicienten von y mit enigegen- 


) ) i 1 
gesetztem Zeichen nimmt. Die Summe der Reihe & .„ deren all- 


Tam+tfn-ty 
der Kürze wegen durch y(m, n) bezeichnet sein 





gemeines Glied 





1 
am-+Pfn-y 


25 * 
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mag. wird als die Grenze der endlichen Doppelreihe 
m=k nl 


= 2 o(m,n) 


m—z—k n—=—l 

beirachlet. wenn man zuerst k und dann 2 in infinitum wachsen läfst, und 
stellt insofern eine ganz bestimmte Function von y dar. Damit nun die aus 
der Transformation der Indices hervorgehende neue Reihe dieselbe Function 
von y' gebe, mufs dieselbe als die Grenze der folgenden angesehen werden: 

m'=Kk n’—l ’ m—k n—l 

. a) | ' Br \ g. ‚ ” 
E ENyomHtı,n-v) = Y olmH+tiı,n-rv), 

m'=—kn'——1l m——k n——I 

welche auch so geschrieben werden kann: 


m—k+4 n=l+y 


>y = \ 
= 2 gy(m,n), 
m—=-k+4 n=—I+rv 


und in welcher ebenfalls erst %, dann / gegen die Grenze © convergiren mufs. 
Die Differenz zwischen dieser Summe und der vorhergehenden ist = V; diese 
Differenz vereinfacht sich dadurch bedeutend, dafs beide Summen einen grofsen 
Theil von Gliedern gemeinschaftlich haben, nämlich alle die, für welche gleichzeitig 
—k+-ı<Z— mhk,  IHvzanzi 
ist. wenn z. B. 4 und » beide positiv sind, und ähnliche Systeme von gleicher 
Anzahl der Glieder, wenn 4 und v irgend eine der vier Zeichencombinalionen 
darbieten; man darf demnach nur die Differenz derjenigen Theile bilden, 
welche resp. bei der ersten und zweiten Summe nach Ausschlielsung des ge- 
meinschaftlichen Theils verbleiben. Bei der geometrischen Darstellung der 
zusammengehörigen Werthe der beiden Indices durch die Durchschnittspuncte 
zweier auf einander senkrechten Systeme von Parallelen, welche in gleichen, 
als Einheit geltenden Entfernungen von einander abstehen,. mit Annahme von 
zweien dieser Parallelen als auf einander senkrechten Null- Axen, wird der 
Übereang von der einen Summe zur andern, welcher bei der hier angewandten 
Transformation der Indices Stalt findet, durch die Verschiebung eines Rechtecks 
ausgedrückt, von welchen zwei gegenüberstehende Ecken den beiden Com- 
binalionen resp. (—A, —!) und (k, 2) entsprechen, und welches nach der 
Axe der m um A und nach der Axe der n hin gleichzeitig um v Einheiten 


fortrückt. Diese beiden Lagen ABCD und A’B’C'D' des Rechtecks *) haben 
den Theil EBFD' (Fig. 2.) gemeinschaftlich: man hat also von der Summe 





*) 8. Fig. 1., wo AMD) der Axe der m, AB derjenigen der » parailel läuft und die 
Puncte A, BD, €, D resp. den Combinationen (—A, —l), (—k,D), (k,D), (k,—I), die 
Puncte A’, B’, C', D’ den Combinationen (— k+/,—I!-4v), (-k+4,1+v), (k+2, 1-4»), 


k-+7,—/-+v) entsprechen. 
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der den Theilen N B’GE und BGCF entsprechenden Reihen die Summe der 
den Theilen HFCD und AED'H entsprechenden Reihen zu subtrahiren, um 
zu finden. Wenn man also durch die Flächenräume zugleich die Reihen aus- 
drückt, deren Indices die in diesen Flächenräumen enthaltenen Combinationen 
durchlaufen, so kann man sehr bequem schreiben: 
V— ABGE-- BGC'F— HFCD — AED'/H. 

Wenn nun % in infinitum wächst, so dehnen sich die beiden Rechtecke nach 
beiden Seiten immer mehr in die Breite AD, A’D' aus, während ihre Höhe 
AB, 4A'B' dieselbe bleibt; die durch die Stücke AD’GE und HFCD zur 
Linken und zur Rechten dargestellten Theile von V nähern sich dabei über 
alle Grenzen der Null, wegen der Convergenz der vorgelegten Reihe nach »u; die 
durch die Stücke B@C'F und AED'H oben und unten repräsenlirten Theile 
verwandeln sich dagegen, indem sich die Stücke immer mehr nach rechts 
und links ausziehen, in unendliche Reihen, welche sich auf den Index »» von 





m — — x bis an — o beziehen*); der erste Theil geht nämlich offenbar in die 
Summe von v Reihen (v ist in der Figur positiv) über, deren jede die Form 
mn | 
mz-=00 am--Pl-+S 


hat, wo $ eine Anzahl » conslanter, um die Differenz / unterschiedener Werthe 
bekommt; der zweite Theil verwandelt sich in » ähnliche Reihen von der Form 


Mn 1 


y 


mm em — Bl+E 


Um die Grenzen dieser Reihen für =w zu finden, kann man dieselben 





durch Exponentialfunctionen für ein endliches { summiren und dann in diesen 
Functionen =» setzen; man kann auch diese Grenzen unmittelbar durch 
bestimmte Integrale ausdrücken, deren Werth sich leicht finden läfst. Es ist 
nach einer bekannten Formel, welche übrigens im folgenden Paragraphen ab- 
geleitet wird: 

















+pl+E _; + Bl-+: 
« Pr .. —— Li 
MEN 1 7c +PIH+E nı e * +e er 
= = — ag N —— 
—, em+fpl+3 @ @ a ZAE .,, tt 
m. og e = ER = 


uF+vi 


Nun convergirt eine Exponentialfunclion, wie e“'"', entweder gegen 0 oder 


segen ©, je nachdem u gegen — © oder gegen oo convergirt, während v 








© 

gar keinen Einflufs darauf hat. Von den vier Exponentialfunctionen 
PIHE mi er m u A ni 
e u.” u,” a. ’ 





*) 8. die Bemerkung am Schlusse dieser Abhandlung. 
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in welchen das Zeichen des reellen Theils des Exponenten für wachsende / 
offenbar durch das Zeichen des Coöfficienten von 2 in dem Quotienten # be- 
a 


stimmt wird, convergiren demnach entweder die erste und vierte. oder die 


zweite und dritte gegen Null, je nachdem der Coöfficient von 2 in £ positiv 
oder negativ ist. Da sich hiernach die beiden Exponentialfunctionen, deren Summe 
im Zähler und deren Differenz im Nenner des obigen Ausdrucks für die Co- 
tangente steht, bald auf die erste, bald auf die zweite von beiden allein redu- 


eiren. indem die andere für ?== x verschwindet. so erhält man als Grenze 











ti ori 
bald —. bald — —, und zwar 
& & 
Rs 1 — ri ti 
Lim 3 = ZZ oder — und 
ET am+pi+S a a 
an 1 ste — ti 
Lim & - | — III oder — Een: 
I=« am— Pl-+5 a a 
je nachdem der Coöflicient von @ in ——- positiv oder negativ ist; setzt man je 
nach diesen beiden Fällen d—= —1 oder —=--1, so hat man in allen Fällen 
. 1 Öni 
Lim 3 = t—, 
1.2 amt Ptl-+E u’ 
' i | a we‘ . oo. [04 
und dann ıst Ö =+4 1 oder ——1, je nachdem der Coöffieient von ? in 7 
1 
na “ . . . u . [24 
positiv oder negativ ist. denn der Coöflicient von 2 in — hat stets das eni- 
8 P 
gegengesetzte Zeichen von dem in -T Durch bestimmte Integrale erhält man 


dasselbe Resultat, wenn man das allgemeine Glied der Reihen unter der Form 
1 1 


Im & 
a7 P+T 
schreibt; man sieht dann leicht, dafs die Reihe 
m=» 4 1 








m —% m — 
a7 ++, 


mit wachsenden 2 gegen das bestimmte Integral 


Fü or 
@x+Pß 


— 


convergirt. welches. durch die bekannten Methoden behandelt. den Werth + oder 
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—— seh } . .. . ® . & .,. . ® 

+ liefert, je nachdem der Coäfficient von ? in 7} positiv oder negativ ist. 
. i ' Önt 

Da nun alle die » Reihen, welche addirt werden sollten, dieselbe Grenze Br 


haben, und da auch die andern v» Reihen, welche subtrahirt werden sollten. 


ste 


zur 





ebenfalls alle dieselbe und der vorigen entgegengesetzte Größse — — 
& 


Grenze haben, so wird die Summe der v Reihen weniger der Summe der v an- 





‚ ‚2rvıi ac . Pr 
dern Reihen, für !=x, —0 2 Dies ist also der Werth von V, nämlich 
1 ‚2vni 2vni 
VE er u. rer + —— 04 — by, 
am-- Pn-+y a > ’ 


und obwohl dieses Resultat nur für ein posilives » bewiesen zu sein scheint. 
so überzeugt man sich doch leicht, dafs jede Lage der beiden Rechtecke ABUD 
und A'B’C'D' zu einander zu demselben Resultate führen mufs und dafs obige 
Gleichung für jeden ganzen Werth von v, so wie auch für jeden ganzen 











’ BE 2vni TER 
Werth von % gilt. Da der gefundene Ausdruck + von y unabhängig ist. 
2vri 
so folgt daraus a = + und = 0, und aus 5b=0 folgt 
VE | AAN! 
(em-+Pn-+y)? 


Letztere Reihe, als Function von 7 betrachtet, ist daher ebenfalls eine doppelt 
periodische Function, ebenso wie diejenigen oben betrachteten Reihen, welche 
von der Anordnung der Glieder unabhängig waren. Dieses Resultat lehrt aber 
nur, dafs diese specielle Art von Transformation, welche dem Übergange von 
y zu y=y-he--rvp entspricht, die Summe der Reihe nicht modifieirt, wäh- 
rend immer noch eine andere Art von Transformation die Summe nichts desto 
weniger ändern kann und ändern mufs. Die Function Zar ändert 








sich nicht, wenn y blofs um 4« wächst, also v =0 ist; sie ist daher immer 


noch einfach periodisch und hat den Modul «; diese Function wächst dagegen 


2vni ur \ Eı 
„ wenn y um v5 wächst; man kann daher /?, und allgemein A«@-- v7. 





um Öd 


wenn v von Null verschieden ist, für diese Function als Modul einer une- 
gentlichen Periodicität ansehen, oder kürzer als uneigentlichen Modul der 
Periodicität. Da endlich die ganze Reihe (1.) in $. 1. bei dieser Translor- 


mation den Zuwachs 
2vri 





— (a—by)e—ıba — — 0) 
[6 
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. u ze 
erlangt. so trilt zu dem Producte na— =), wenn es als Grenze des fol- 


oenden 


n—=l m-—k 








p\ 
HH ali- —), k=o, I=« 
Rn —] m—z—k am-}- 1) nTyY 
. . N . .p BER 12 . r . + 
betrachtet wird, die Exponentialgröfse e “ bei der Transformation als Factor 


hinzu *), und wenn man das unendliche Doppelproduct als Function w(y) von y 


betrachtet. so ist 

s2vıri 2yrri 
wiv--7 a-- ‚3 — Kae ılar\ ee u \ far 
p\yTre Trp), = 6 vy) = e v(/)» 





wo im Exponenten das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der Coel- 


fe 
p 





licient von 2 in (resp. ri, positiv (negativ) oder negativ (positiv) ist. 


Ü 
Das unendliche Doppelproduct,. in obigem Sinne verstanden, ist demnach in 
Bezug auf den Modul « eine eigentlich periodische, in Bezug auf den Modul ? 
eine uneigentlich periodische Function von y. 
Ich gehe jetzt zu der Anwendung der zweiten der beiden oben her- 
voreehobenen Transformationsarten der Indices über. 
Auch bei dieser zweiten Art von Transformation, bei welcher vier 
oanze Zahlen A, u, v, g der Bedingung Ag— ur =—e = +1 genügend ange- 


nommen und 
m — Am’ --un', n —= vm'--on' 


vesetzt werden, verwandelt sich v= «am-- Pn--y in einen analogen Ausdruck 
in Bezug auf die neuen Indices; nur bleibt 7 unverändert, wogegen an die 
Stelle von «@ und 5 andere Werthe treten, während bei der vorhergehenden 
Art von Transformation umgekehrt « und 5 ungeändert blieben und z in y' 
übereing. Man erhält 





| 2 2 AR ! |_@f EZ m’\_|_u 

10, m-- INn-- yzıaım Tun )4 Pivm- on) ww 
rn - I ; 2\ ! mn | u I \ 53 Ay 

— (ka+rPp)m —(ua--eP)n -—y. 


Wenn man daher 
ea = ha-tvp, P'= ua-—oP 
setzt, so geht 


em+pPn-y in am--P'n-—y über. 





*) Die in $. 1. durch die Bedingung M(uw) > M(.x) abgetrennten Factoren haben 
natürlich auf die durch Transformation der Indices entstehende Modification keinen Ein- 
flufs; und da sie ohnedies bei beiden Arrangements dieselben sind, so können sie nachher 
bei beiden wiederum willkürlich hinzugefügt werden; es erleiden daher die in $. 1. durch 
IT und durch //’ bezeichneten unendlichen Producte beide genau dieselbe Modification. 
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Man schliefst hieraus zunächst, dafs diejenigen Summen von der Form 
Sf(em--Pn-y) 

welche von der Anordnung der Glieder unabhängig sind, unverändert bleiben. 
wenn man «' und ?’, welche durch obige Formeln gegeben sind, an die Stelle 
von © resp. 9 setzt: eine sehr wichtige und interessante Eigenschaft. welche 
diese Functionen mit der schon erwiesenen der doppelten Periodieität in Be- 
zug auf z verbinden. Um die Modificationen zu finden, welche die beiden 
von der Anordnung der Glieder abhängigen Summen bei dieser Transformation 
erleiden. könnte man ein demjenigen bei der ersten Art von Transformation 
analoges Verfahren anwenden; aber man würde zu sehr mühsamen und compli- 
cirten Betrachtungen geführt werden; es lassen sich auf kürzerem Wege diese 
Modificationen aus den schon gefundenen Resultaten wie folgt ableiten. Man setze 








1 1 
= — = o(y) und: 2 - — o'(y) 
am-+fPn-+y RW «m-+f'n+y m» 
wo in den Summen erst m» und dann a die Werthe O0, +1, +2, .... durch- 


läufl. Nach dem oben Gefundenen genügt die Function y(7) der Relation 
‚2hni 


u 


| 


p(yt+gazhP) = Yyly)+I 





wenn g und A irgend zwei ganze Zahlen sind; es mufs daher auch 4(y) 


der analogen Relation 


g(y+gea AP) us PIOAPER ade 


ü 





! 
& 


genügen. wo ld’ durch das Zeichen des Coöfficienten von 2 in g bestimmt wird: 


denn die beiden Functionen g'(y) und p(y) haben dieselbe Art und unterschei- 
den sich nur durch die Werthe ihrer Moduln der Periodieität. Aus den Gleichun- 
sen « —=ka-—-rvP, P—=ua- op, welche, wegen 40 — ur — +1, durch Auf- 
lösung zu den folgenden für den Rückweg von «', 5’ zu «, ? führen, sind: 
a— 800 —evrß', P=— eu 84ß', ersieht man, dafs jeder Ausdruck von 
der Form g«'--Ahf’, wo g und A ganze Zahlen sind, zugleich von der Form 
ga--hP ist. und umgekehrt; man zieht in der That aus jenen Gleichungen: 
ge --hP = (ky-+uhla-(vg+oh)P, 
ga+hp = (eog—euh)® +(—evg-+ekh)ß". 
Mit Hülfe dieser Übertragung läfst sich irgend eine der beiden obigen Rela- 
tionen für die Functionen und 9’ so umformen, dafs der Zuwachs von y 
auf der linken Seite in ihr derselbe wird. wie der Zuwachs von y in der an- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft ?. 24 
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dern Relation. Man erreicht diesen Zweck, indem man entweder in der ersten 
Relation (für g) die neuen ganzen Zahlen Ag-uh, und vg-oh an die 
Stelle von g resp. 4 schreibt, oder, indem man in der zweiten (für g') die 
neuen ganzen Zahlen eog— ezuh und —evg--eih statt y und A nimmt. Im 
ersten Falle erhält man die beiden Relationen 


} } ”  n2(v4 h)mi 
p(yrgethß) = p(y)J ELEDIE", 


‚ ' yr (ı\- nun ae 
rt +hß) = yl)+I' —, 





im zweiten Falle die beiden folgenden: 





| ! 2hmi 
Fasck. A I —— Ay Ben. EM j 
7 TI% rap) rg p(y) | Ö ri 
| 2(—evg+teih)ni 
(y+ge+Ap) = yim+e2ergtethr, 





a' 


\ 


Bemerkt man nun, dafs die Differenz g'(y)—y(y), welche der Werth von 
> 1 

’2 . 
am-+Pn-+Y 


mufs, so erhält man durch Subtraction der beiden Relationen in jedem der eben 





ist, nach dem früher Bewiesenen von der Form «—by sein 


geschriebenen beiden Systeme: 








<hni _ „2Wgrehai 
' @ 


[04 


a—b(y-+-ga hp) = a—by+0' und 


7 


2 (—evy+eih)ni u hni, 








(Leo LE an 
a—b(y+ga+hß) = a—by+: 2 - 


folelich zwei Gleichungen zur Bestimmung von d, nämlich: 


GEL 


a' 


b(ge-+AP') = 








I 


2hni _yrzergteihlai, 


be) 


b(ga-hAP) = (| 








& a 


welche wegen der Unbestimmtheit der ganzen Zahlen y und 4, deren jede 
man der Null gleich setzen kann, in die vier folgenden zerfallen: 

















2vni 2oni 2ni 
ba mehr N) a b5' mens A d be Au _——, 
[9 & Ü , 
‚, 2vrıi 2 it ‚2ırni 
ba = el — : bP =—— d u je 
[47 


Diese vier Gleichungen geben die Constante 5 in vier verschiedenen Formen 
ausgedrückt, welche sich übrigens leicht auf einander reduciren lassen. Die 
erste und vierte Gleichung lehren noch, dafs immer 


d' = ed 
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a! 

p' 

m. . Pr . Bo & . 

Zeichen mit dem Coöfficienien von 2 in er hat, je nachdem & = +1, oder 
{ i 

e— —flist; und in der That, wenn man die den complexen Werthen «, 5, @', 9 


ist, d. h., dafs der Coefficient von 2 in —; dasselbe, oder das entgegengeselzte 


conjugirten complexen Werthe durch «,, ?,, «, ?ı bezeichnet, so hat der 


a di a 1 
Coöfficient von 2in —, nämlich a3 dasselbe Zeichen mit der Deter- 
ı 








P 
. aß, — Pa a En aus 1 /u' a’ Br 
minante — PB - und der in —, nämlich — 2): hat dasselbe Zeichen 
Ri fe} 2U\P Pi 
£ i a A — Pa! 2 r j 
mit der Determinante 5; . Nun finden, da 4, u, v, o reell sind. zwi- 


schen den conjugirten Werthen dieselben Gleichungen Statt, wie zwischen «', 3 


! 7! 
[04 I 
u ol i 
und «, /: mithin ist das System ( .) aus den beiden folgenden zusam- 
Cs Pı 


mengeselzi: 

u. eo, P\fR, u 

v a) Pr ( 6, .): 
und deshalb findet zwischen den Determinanten dieser Systeme die Relation 
«A — Po = (af, —Pa,)(Ae— ur) Statt; folglich u. s. w. Der einfachste 
Ausdruck für 5 ist offenbar der aus der ersten der vier Gleichungen her- 
vorgehende 


Dre a0! 





Die Constante @ entschlüpft den obigen Rechnungen, aber man überzeugt sich 
leicht, dafs sie den Werth Null hat; denn es ist 


1 1 1 
a — VE = Ss— n —. . 
am-+Ppn a m+p'n am-+ pn 
und diese Summen, deren Differenz den Werth von « giebt, verschwinden 
offenbar beide bei der Reihenfolge, in welcher wir in ihnen die Glieder ge- 


ordnet annehmen. Wir finden hiernach 











2vni 1 ‚2rvni 
„ Wed d 


u — u VE MOBRN.... 
am-+Pn-+y aa! #7? (em+Bn-+y)? aa 


Der Zuwachs der Reihe (1.) ist 


v2 





> 2vri 7} 
—(a—by)e—4br m I yet). 
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und das unendliche Doppelproduct erlangt den Exponentialfactor 


2) - 
> - YT7TI 
Ö 


aa' 
e 





(yx—3x°?) 


Bei der blofsen Vertauschung der Indices, für welche = ge =0, u—=r—] 
ist. wird dieser hinzutretende Exponentialfactor: 


3 (yx-1x9) 
—e “ 
Hiernach kann man das Verhältnifs angeben, in welchem die einfachen un- 
endlichen Producte stehen, welche in der Notiz S. 285 des 27. Bandes dieses 
Journals aus dem unendlichen Doppelproduct dadurch abgeleitet sind. dafs 
man abwechselnd die Multiplication zuerst nach dem einen und dann nach 
dem andern Index ausgeführt hat. In jener Notiz vom Februar 1844, welche 
nur als eine flüchtige Andeulung zu betrachten ist *). habe ich nur die spe- 


ciellen Fälle des unendlichen Doppelproduets 





ı f y & | D 
betrachtel, welche den Werthen 7=0, =, „- und — = entsprechen 


(mit Übertragung der dort angenommenen Buchstaben auf die hier gewählten): 








auch habe ich dort auf die Modificalionen keine Rücksicht genommen, welche 
durch die Vertauschung der Multiplicationen entstehen, und welche Modificationen 
hier ausführlich und von einem viel allgemeineren Gesichlspuncte aus erör- 
iert worden sind; die gegenwärtige Abhandlung kann daher zum Theil als 
eine Ergänzung und weitere Ausführung der frühern, eben erwähnten ange- 
sehen werden; und in der That sollen im folgenden Paragraphen allgemein 
die Relalionen zwischen einfachen unendlichen Producten betrachtet werden. 
welche sich aus dem unendlichen Doppelproduet ergeben: nicht allein dadurch, 
dafs man die Ordnung der beiden Multiplicationen vertauscht, sondern überhaupt 
dadurch. dafs man auf die Indices irgend eine Transformation von der Form 


m — km’ -- un 
h ner 
nn a PR 7 on . 


anwendel. wovon die Umkehrung der Ordnung der Multiplicationen. wie schon 
bemerkt. nur ein specieller Fall ist. 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Heft.) 


Manuscripte hinzugefügt. 
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11. 
Beiträge zur Theorie der elliptisehen Functionen. 


(Von Herrn Dr. phil. @. Eisenstein, Privatdocent zu Berlin.) 


N E — 


VI. Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelproducte, aus 
welchen die elliptischen Funetionen als Quotienten zusammenge- 
setzt sind, und der mit ihnen zusammenhangenden Doppelreihen. 


( Fortsetzung der letzten Abhandlung im vorigen Heft.) 





N . 
Ki: bietet sich bei Gelegenheit dieser Art von Transformalionen der Indices 
ein Fall dar, welcher ein ganz besonderes Interesse für sich in Anspruch 
nimmt; es ist derjenige. wenn die ursprünglichen Moduln der Periodieität o 
und #3 mit den transformirten « und /’ in der Proporlion 
BEE 
stehen; in welchem Falle man sagen kann, dafs der Quotient der beiden Mo- 
duln z welcher bei den hier vorkommenden Functionen eine Hauptrolle spielt. 


durch die Transformation ungeändert bleibt. In diesem Falle wird 


! ! ! 
& @& a 
em+ßn — (amt) — Slam + Am), 
& DB I 


! 
I a r 1. > 
em +Pn+yY=— («m -ßn+y). 


Sr rad 
Bag ' ' a .„,! 5 a6 uw ro & 5 
(«m’+B'n'-+7) EN (am! + An’+ - y) 


die iransformirten Summen gehen also wieder in die ursprünglichen über. nur 


| 

















tritt 57 an die Stelle von y„. Wenn man daher für den Augenblick 
| 
S es 
meer PR er Mbarin 2.7 


schreibt, so findet entweder geradezu die Gleichung 


ın= ren vn) = Ar 


Statt, wenn der Exponent 9 >2 ist, oder diese Gleichung wird richlig, wenn 
man auf der einen Seite eine gewisse ganze Function ersten Grades von y 





hinzufügt. Es läfst sich also 9(Zr) stets auf sehr einfache Weise in (7) 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 3. 25 
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ausdrücken; dies heifst aber in der Sprache dieser Theorie: „Die hier vor- 


„kommenden HKunctionen von y besilzen ein Multiplicationstheorem für 


„den Multiplicator —- oder lassen sich mit — multiplieiren.” Die Bedin- 


a a' 
sungen dieses Falles sind durch die Gleichungen 
Bun, P' = we, 
a —= Wu, P' = @/ 
ausgesprochen. Führt man vermiltels dieser Gleichungen die Buchstaben » und @, 
welche die gleichen Verhältnisse der Moduln anzeigen, in die Formeln 


4 ” ] » 
d = ka--vP, 
Ay 
Bu a--0P 


ein, indem man die erste dieser Formeln durch «, die zweite durch $ dividirt. 


so erhält man die Gleichungen 


a .-+-vo, 
“ 1 | 
w = PR’ 7 VO 


zur Bestimmung von ® und @; hieraus lälst sich © unmittelbar eliminiren und man 
ec u, ; u u 
erhält A v0 = —--g, also die quadralische Gleichung 
vo —+-(k—o0)w— u = 0 


für ©. Um & aus obigen Gleichungen zu eliminiren, schreibe man sie wie folgt: 


S ı a . j , j : 
—,—vo, 08 —0 — — und multiplicire diese beiden mit einander; dies 
giebt (@—4)(@ — o)=urv, folglich für © die quadratische Gleichung: 





2 | -— 17 ß 
 — (k+0)ö+49 —uv —= (0; 
die ursprünglichen Gleichungen für ® und ®@ haben übrigens eine sehr ähn- 
liche Form mit denen, welche in der Theorie der Planetenstörungen vor- 


kommen. Da nach den ersten Prineipien u imaginär, d. h. wesentlich 


nicht reell sein mufs, so kann die Determinante der quadratischen Gleichung für o, 


nämlich der Ausdruck 
(A—o)”-+Aur = 4 


nur negaliv sein. Diesem Ausdrucke gebe man die Form 
I —= (k4-o”’—Ako+4ur = (A-+o)—A4e; 
man sieht dann sogleich, dafs derselbe gleichzeitig die Determinate der andern 
quadratischen Gleichung 
@— (A+0)0--. — 0 
ist; ® und @ enthalten daher eine und dieselbe Irrationalität y./ und man hat 
0o—At+yYd _ __ 0+4&Y4 
u ‘ ? 








0 = f70) 
2yv ’ 2 
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wo die Zeichen + wegen der Gleichung © = A--vw correspondiren. Da 
nun ./ negaliv sein mufs, so bleibt zunächst der Fall e—= —1 ausgeschlos- 
sen, für welchen sich 4 als Summe von zwei Quadraten (A-1-0)’--4 darstellt. 
und für e—=--1 muls 

A-+eo) <4 











sein, daher kann nur A+oe =0 oder = +1 sein, und dann ist J— —A4 
oder — — 3; es können also einzig und allein nur folgende drei Combina- 
lionen den Bedingungen dieses Falles Genüge leisten: 

. u ie 

+0 =VU, . — —4, u 1 — +1, 

e 1+y—3 

‚0 =1, 4=—=—3, MD = > , 

Rn’ Pr —1+y—3 

el, 4-3, 0- 


also © kann nur sechs Werthe haben, welche zugleich sämmtlich Wurzeln der 
Einheit sind; nämlich wenn r eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit be- 
zeichnel, so sind die sechs Werthe von @: 
+, #r und +r; 
d. h. alle ömaginären vierten und sechsten Wurzeln der Einheit, d.h. alle 
imaginären nten Wurzeln der Einheit, wenn n eine ganze Zahl ist, für welche 
die Anzahl der Zahlen, welche kleiner als n und zu rn relative Primzahlen 
sind, zwei beträgt. Ferner ist ® in © in allen Fällen durch die Gleichung 
er ei in 

bestimmt, wo für A und v irgend zwei ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler genommen werden können, zu welchen sich zwei andere ganze Zahlen 





« und og den Bedingungen Ajo—ur =1 und 4+e=0, +1 gemäfs auf- 

N. Zu .oe „N A? 1 
stellen lassen. Für ®—= +? ist o—= —4, also — A — ur =1, — u — x h 
folglich # = —1 (mod.v); es mufs also —1 zu » quadratischer Rest sein. 


folglich darf » oder 4v nur Primfactoren von der Form An--1 enthalten, 
aber » darf weder durch 4, noch durch Primzahlen der Form 4n--3 theilbar 
sein. Um alle Werthe von 4, u, v, o zu erhalten, verfährt man am besten, 
wenn man 4 ganz beliebig annimmt, die Form 4°-1-1 auf irgend eine Art in das 
Product zweier ganzen reellen Zahlen zerlegt, deren eine man — «, die andere 
v nennt, und dann 09 —/ setzt; es giebt also jedesmal unendlich viele ver- 


schiedene Werthe von » von der Form a, welche den beiden Werthen 
25 * 
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. Rp ’ j —,Hti 
© = +, wo die Zeichen einander entsprechen, zugehören. Wenn übrigens Fra 
i h Ati — Fri 
in der Reihe der Werlhe von ® vorkommt, so kommt auch Be =H 
vor; denn wenn das System 4, u, v, oe den Bedingungen #--1 = — ur, 
.--0=0 genügt, so genügt auch das System —4, — u, —r, —o olfenbar 


denselben Bedingungen: es slimmen daher die beiden Reihen von Werthen 
von ®, deren eine © = --?, die andere © —= — entspricht, vollkommen mit 
einander überein; nur gehören die in beiden Reihen übereinstimmenden Werthe 
von »@ zu verchiedenen und zwar zu enigegengeselzten Systemen der vier 
sanzen Zahlen #, u, v, g. Eine bemerkenswerthe Eigenschaft der den beiden 
Werthen © +2? vemeinschaftlichen Reihe von Werthen von & besteht darin. 


dafs immer je zwei Glieder der Reihe gefunden werden können, deren Pro- 





-— 3 ee 
duet = --1 ist; wenn nämlich Er vorkommt, so kommt auch — Vor, 
2214 . z 
deren Produet = —- — — 1 ist; denn die obigen Bedingungen bleiben er- 


füllt, wenn man — u an die Stelle von v und zugleich — v an die Stelle von u 
selzt. Die einfachsten Werthe von & sind übrigens = +. 
Für @—=+r, +r’ wird man durch die Gleichung Jo — ur =1 stets 
zu der Auflösung einer Gleichung von der Form 
Ü—-t--1 = uv 
in ganzen Zahlen geführt, d.h. zu der Zerfällung eines quadratischen Ausdrucks 


mit der Determinante —3 oder eines Products zweier conjugirten ganzen 
complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Einheit, wie (—r)(t!—r), in 
das Product zweier reellen ganzen Facloren; denn für ö=r und ö=r 
wird o= —4—1, also 4 —4—1)— uv=1—= —4—4— ur, d.h. 
K-)-1= —ur, 
und für 8 = —r und 8©—= —r” wird o= —)-1, also A—4+1)— ur 
l= —i-+24— ur, d.h. 
Kuh +1 = —uv. 


Berücksichtigt man die Gleichung 1+-r-+r’=0, so sieht man, dafs für diese 
vier Fälle die Werlhe von ® immer auf die Form 
t—r 


ID" WB, "nei 


u 





gebracht werden können; denn für @=r hat man w = et Mi .„ für 


Alr? itiro 4, 





ö=r' wird w = — I — ,‚ fir =—r wird = ur 


v v 
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} le en Hi ee n 
endlich für © = —r? hat man w — = — ———, Umgekehrt, wenn 
—v - / 


man auf irgend eine Art die ganzen Zahlen £ und a der Gleichung #1 1=wv 





.. . t—r . x D 
genügend bestimmt und den Ausdruck w =—— an die Spitze stellt, so kann 
man, während dieser Werth von ® unverändert bleibt, zu jedem der vier 
Werthe von ® ein zugehöriges System 4, u, v, oe in £, u und v» bestimmen: 
in der That braucht man für die vier Werthe von ® nur folgende Talel auf- 


zustellen: 





== r, En Rh, =—v, u — u, 0 = »—1. 
Bi — —),—1, == 7, = —ı, 0: ,—1. 
= —r, I—= —/, ws V, v— —ı, ; ‚»=rT, 
W = — r”, = )—1 . um —v, ü— tt, 0 = — +1. 
aus welcher sich das Folgende ergiebt: 
© ==> r; = t, u = Ü, v = —WÜUÜ, 0 = — t—1 , 
Bayern in a zu ae pi pe 
= —r, eu, u= —b, vv — U, 0 = f F 
ö=—r, I= 1-1, u v,, vu, 0-4, 
und zu bemerken, dafs für alle vier Systeme Ao — ur = — {l--1)-- ur —1 


wird, um einzusehen, dafs durch diese vier Systeme, welche den vier verschie- 
denen Werthen von @, aber einem und demselben Werthe von w entsprechen, 
allen Bedingungen genügt ist. Es folgt hieraus, dafs den vier Werlhen @ = +r, 
+r’ eine gemeinschaftlliche Reihe von Werthen von » entspricht, und dafs 
man diese gemeinschaftliche Reihe erhält, wenn man alle Combinationen von 
ganzen Zahlen £, u, welche der Gleichung ?----1 = uv genügen, in 


t—r 





iB == 
% 


setzt. In dieser Reihe kommen ebenfalls immer zwei zusammengehörige Glie- 


} 


der vor, deren Product —=--1 ist, nämlich 

— und mn su ne 
übrigens sind « und v als Theiler der Form 1-1 stets ungerade und nur 
durch 3 oder durch Primzahlen 3r--1 theilbar. Die einfachsten Werthe von 
wo sind o=+r und w=+r”. Die Functionen, deren Argumenle mil @ 
(welches hier stets eine vierte oder sechste Wurzel der Einheit ist) multiplieirt 
werden können und welche zu der eben angestellten Untersuchung die Ver- 


anlassung gegeben haben, spielen eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie. 
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Es wird in der That einen Theil dieser Arbeit ausmachen, unmittelbar auf die 
Eigenschaften der diesem Falle entsprechenden unendlichen Doppelproducte ohne 
Hülfe jeder andern Theorie die Fundamentaltheoreme für die Reste der vierten 
und sechsten Potenzen zu begründen. Es konnte daher die vorhergehende 
Auseinandersetzung, welche vielleicht zu lange bei der Behandlung eines spe- 
ciellen Falles zu verweilen schien, nicht unterlassen werden. Übrigens sind 
die dem Falle © +2 entsprechenden Funclionen unter dem Namen der lemnis- 
calischen Funclionen, namentlich von Adel, behandelt worden, nachdem schon 
Gaufs in den „Disquisiliones Arithmeticae” im Vorbeigehen auf sie aufmerksam 
gemacht halte; dagegen scheinen die andern hier vorkommenden Functionen. 
für welche ® eine sechste Wurzel der Einheit ist, und auf welche ich schon 
in frühern Abhandlungen wiederholt aufmerksam gemacht habe, bisher auf- 
fallend vernachlässigt worden zu sein, und ist dies um so weniger zu recht- 
fertigen. als diese Funclionen in der Theorie der aus dritten Wurzeln der 
Einheit zusammengesetzten complexen ganzen Zahlen in der That durchgängig 
die Rolle der lemniscalischen Funclionen übernehmen und in der That von den 
bisher bekannten die einzigen Funclionen sind, die in jenen seltenen und frucht- 
baren Eigenschaften den lemniscatischen an die Seite gestellt werden können. 
welche die letztern an die Spitze aller anderen elliptischen Functionen zu er- 
heben scheinen. 





Bei Gelegenheit der hier untersuchten Transformationen der Indices 
bietet sich die Frage nach denjenigen Transformationen dar, für welche auch 
m — Im’ -— un, n — vm'-- on 
gesetzt wird. während aber nicht wie bisher o— ur = +1, sondern irgend 
einer anderen positiven oder negaliven ganzen Zahl & gleich ist. Diese Trans- 
formationen, bei welchen nicht durch ein einziges. sondern erst durch mehrere 
Systeme von Subslitutionen alle Werthe der Indices erschöpft werden, gehören 
in eine andere Categorie, indem sie vier neue Indices statt der beiden ur- 
sprünglichen einführen, und sollen daher in einem späteren Paragraphen be- 
sonders betrachtet werden. Es wird sich dann zeigen, dafs Alles, was man 
bisher mit dem Namen Transformation der elliptischen Functionen bezeichnet 
hat, unter dieser allgemeineren Gattung von Transformationen der Indices be- 

griffen ist. 
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4. 

Die Convergenz des unendlichen Doppelproducis, welches den Gegen- 
stand dieser Abhandlung ausmacht, so wie die Convergenz der mit ihm zu- 
sammenhängenden Doppelsummen, wenn man im Producte die Multiplication,, in 
den Summen die Addition zuerst nach dem einen Index (m) und dann nach dem 
andern Index (7) verrichtet sich vorstellt, wird dadurch nachgewiesen. dafs man 
die eine Multiplication oder Addition (nach m) mit Hülfe der Kreis- und Expo- 
nentialfunctionen wirklich ausführt und die Convergenz der durch dieses Ver- 
fahren erhaltenen einfachen Producte oder einfachen Summen mit dem einen 
Index rn der Untersuchung unterwirft. Man bediene sich zu dem Ende des 
folgenden Systems von Formeln, welche sich auf Kreis- und Exponential- 
functionen beziehen. 

Man betrachte zunächst die folgenden einfachen Reihen: 


MX | m” 1 m—Rn 1 

>> 70 ——— = 7 ——, uswf. 

Bun 7 Se u) © 7 N "TI SZ Er 2 , 
welche ich der Ordnung nach durch 

1,2), 2), 3,2), (a), us. w. 

bezeichnen will, indem ich sie als Functionen von x einführe. Aus den 
Princeipien des ersten Paragraphen geht für diese Reihen hervor, dafs (2, x), 
(3, x) in infinit. von der Anordnung der Glieder unabhängig convergirende 





Summen bilden und deshalb vollkommen bestimmte Funclionen von x darstellen. 
welche in der That als Totalitäten aller unendlich vielen, sie zusammensetzenden 
Glieder anzusehen sind. Dagegen (1,x) wird erst dann zu einer bestimmten 
Function von £, wenn man sich über die Reihenfolge der Glieder in der 


Summe entscheidet. Man nimmt an, (1,2) werde als Grenze der Summe 


m—k 
kg 


more tm 


für #—= w betrachtet, d. h. man setzt 











| 1 1 | 1 1 1 er. 
(1,2) = fe 2.5 agree - 7T2 -- Fr in inf. 
„ 1, 282 , 22 , 2 


A . * 
“IE "7: rem Sr = SER ın ınI. 
iz 1 m —4| Got nf 


gleich einer Reihe, deren genugsam bekannte Convergenz aus den Principien in 
$.1. folgt. Die hier vorkommenden Functionen sind sämmtlich einfach periodisch 
und ihr Modul der Periodieität ist —=1; denn transformirt man in den Sum- 
men den Index », indem man m--1 statt m setzt, so geht x in &--1 über, 








u 
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während die von der Anordnung der Glieder unabhängigen Reihen (2, x), 
(3.2) u. s. w. gänzlich unverändert bleiben und (1,x) den Zuwachs 











| 4 mh 1 m=k 1 j m=k+1 4 m=k 1 
”ZE—— —Lim!.2 ——  — > ——t aus Lim} > — 
x +m „rc tmt+l „re tm) mer tm me rctm) 
Di 1 Die | 
Lim  ——— — —=VÜ0 
v+hk+1 v—k) 


erhält, also ebenfalls unverändert bleibt. 

Die Fundamental-Eigenschaften dieser einfach-periodischen Functionen 
ergeben sich aus der Betrachtung einer einzigen identischen Gleichung, näm- 
lich der folgenden: 

(Arie ie (land ul neh erh, 

p?q? Pr reg 

in welcher » und g irgend welche Gröfsen sein können, die von Null verschie- 
den sind, und deren Summe ebenfalls von Null verschieden ist. Man selze 

p=ı-n, =-—-e—n, P+g=m—n, 
und nehme an, dafs ma und n irgend zwei verschiedene reelle ganze Zahlen 
seien und dals x keine ganze Zahl, übrigens beliebig complex sei. Man erhält 

| ) ) 1 ch 1 

(0) (am)? (vtn)? 2 (m — re T (e+n)? )+ Fe atn ) 


Setzt man hier für »» und », unabhängig von einander, alle ganzen Werthe 











von — x bis »,„ mit Ausnahme derer, welche » =n machen, und summir! 
über diese Werihe nach m und n als Indices, so erhält man links eine Dop- 
pelsumme, welche von der Anordnung der Glieder unabhängig ist, und welche 
sich durch die obigen Functionen in der Form 

(2,2) — (4, x) 
darstellen lälst; denn nimmt man bei der Summation alle Combinationen m, n, 
ohne diejenigen, für welche m—n ist, auszuschliefsen, so steht links das 
Product aus den beiden einfachen Summen 


1 1 
Sp Ze m 
— (a+m)? und (e+n)?’ 
deren jede — (2, x) ist, während diejenigen Glieder der Doppelsumme, für 


welche m == n ist, und welche ausgeschlossen, deren Summe also von (2, x)’ 
subtrahirt werden mufs, für sich die einfache Reihe 


1 


a ee 
(x +m)* 


bilden. Auf der rechten Seite kann man, da die Doppelsumme von der An- 


— (4, ®) 
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ordnung der Glieder unabhängig ist, m—n als neuen Index m’ einführen. 
indem man n beibehält und m’--n an die Stelle von m setzt; denn m—n 
durchläuft für jeden stehenden Werth von n alle ganzen Werthe von — x 
bis oo. mit Ausschlufs der Null; nach der Transformation der Indices durch- 
läuft also n alle Werthe von — bis © ohne Ausnahme und mn’ alle diese 
Werthe mit Ausschlufs von »’==0. Man erhält hiernach rechts 








a erteert; ul 
tm: \(atm +)? ! (aetn)?/ I m rn — c+n/) 

Das allgemeine Glied dieser a ist ein viergliedriger Ausdruck. 
und wenn man zuerst die Summation nach n2 ausführt, so kann man diese 
vier Glieder trennen und jedes derselben für sich als allgemeines Glied einer 
Summe nach n gelten lassen; denn diese vier Summen convergiren, jede für 
sich, wenn man nur, was wenigstens für die dritte und vierte nothwendig ist. 
die Summation nach » so ansieht, dafs erst von — %k bis k summirt und dann 
k=® _— wird. Nach Ze Summation in Bezug auf r erhält man 





— (2,2 m 173 


2 2 
| .\ 
= m'? \ 2,2) m'3 1. 2m) (1,2), 


welches sich wegen der nah der Funclionen auf 


1 2 
—; (2, : x2)-- —: (R U) n'3 A, 2) — m’3 (1, x) —n (2, 7) 








- 2 


" x ‚ i . > 1 
redueirt. Hier ist nun nach x’ zu summiren. Da » nur in dem Factor ——- 


m’? 


vorkommt, so hat man bei dieser Summation 2(2,.x) als gemeinschaftlichen 
Factor aller Glieder herauszusetzen und man erhält 
2(27,0)(2, 8). 


als Resultat der doppelten Summation, wenn man durch (2, 0) die Summe 


+ 1 . . r . > 
>—— bezeichnet, welche sich auf alle ganzen Werthe von = mit Ausschlufs 
m 


von m —=0 erstreckt. Vergleicht man dieses Resultat mit demjenigen, wel- 
ches die doppelte Summalion auf der linken Seite der Gleichung (d.) gegeben 
hat. so findet man die Formel 

1) Ar) = (2,2) —2(2*, 0) (2, 2). 
(Geht man wiederum auf die identische Gleichung («.) zurück und setzt diesmal 
p=x-4m, qy=n, p7g=r+m-n, m-n—m, m-—m'—n, So er- 
hält man 








1 1 1 1 ML. 2 1 1 
(e) Sm: m Grm] rasch (e+m')® aa de 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3 26 








194 11. Eisenstein, genaue Untersuch. d. el. unendl. Doppelprod. u. Doppelreihen. 


als alleemeines Glied einer Doppelsumme nach »» und n, in welcher der Werth 
n—0. also die Combinationen mm’ auszuschliefsen sind. Links erhält man. 
indem man nach m und rn summirt, das Product der beiden einfachen Summen 
2.2) und (2*,0). Da diese letztern beiden Summen, also auch ihr Product. 
als Doppelsumme betrachtet, unabhängig von der Anordnung der Glieder con- 
vergiren, so ist es erlaubt, rechts nach m’ und n statt nach »» und 2 zu sum- 
miren; ferner ist es erlaubt, wenn man erst nach r summirt, die vier Terme 
des allgemeinen Gliedes rechts in (e.) zu trennen, und dann kann man im 
ersten und dritten wiederum a =—=m' —n an die Stelle von n als Index ein- 
führen. so dafs im zweiten und vierten Term zn’ und n, im ersten und dritten 
Term in’ und an die Indices sind; für jene ist beim Summiren der Werth n —=0, 
für diese die Combination m’ — ın auszuschliefsen; die Summen nach n, welche 
aus dem zweiten und vierten Term entspringen, sind 











z 1 — (2*,0) und un 0; 
n? n pr 
die Summen nach »2, welche aus dem ersten und dritten Term entspringen, sind 
l 1 1 
a nu (2 — RE, u‘ 
> 0 —— — (2,2) — ——- und — — (1,2) — ——: 
.—.(2+m)? (2 ir, „Ferm hab a4 m! 


Wenn man diese Werthe einsetzt und dann nach m’ summirt, so erhält man 
endlich rechts: 


m Sa (& a ar T @”, 0)) T Fa : (d, Br A) 
2,2) (2,2) — (4, 2)+(2,2)(2*, 0) +2(3,2)(1,2)—2(4, 2), 
und da wir schon auf der linken Seite (2*,0) (2, x) gefunden hatten, so ge- 
langt man nach einer leichten Reduction zu der zweiten Formel: 


(2) 34,2) = (%,0)+42(1,2)8,2). 
Diese beiden Formeln (1.) und (2.) sind nichts anders, als Differential- 
gleichungen für die Function (1,.x); denn aus der Definition der Funclionen 








1,.2),.(2,.0), (3. ©) ele. selbst geht unmittelbar hervor, dafs dieselben durch 
lorigeselztes Differentiiren nach © der Reihe nach jede folgende aus der vor- 
hergehenden abgeleitel werden können, indem 


ol,2) = —(2,r), 0(%,2)=—2(3,r), 0(3,2%)= —3(4, 2), u. Ss. w. 


ist. wenn man durch © die Differentalion nach x bezeichnet. Da man nun 
zwei Differenlialgleichungen, und zwar zwei von einander unabhängige Diflfe- 
rentialgleichungen, welche beiläufig von der dritten Ordnung sind, zur Be- 
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stimmung einer und derselben Function (1,x) hat, so kann man durch fortge- 
seiztes Differentiiren und durch Elimination möglichst viele höhere Differential- 
quotienten der Function wegschaffen und zu einer Differentialgleichung von mög- 
lichst niedriger Ordnung gelangen, ohne dafs man hierbei irgend eine Integration 
auszuführen und irgend eine neue (willkürliche) Constante einzuführen brauchte: 
nur muls man diese Elimination nicht zu weit fortsetzen, weil man sonst zu iden- 
tischen Gleichungen geführt wird; denn hierdurch hilft sich die Analysis, wenn 
man die Function zwingen will, einer einfacheren Relation Genüge zu leisten. 
als sie ihrer Natur nach fähig ist. Wollte man z. B. aus (1.) und (2.) die 
sämmtlichen Differentialquotienten von (1,.x) eliminiren und nur (1,.x) selbst 
beibehalten, so müfste man jedenfalls auf eine identische Gleichung kommen, 
weil (1. &) als transcendente Function einer rein algebraischen Gleichung, als 
einer Differentialgleichung gewissermafsen von der Oten Ordnung, nicht genügen 
kann; dagegen kann man wohl aus (1.) und (2.) die nach dem ersten folgen- 
den höheren Differentialquotienten von (1, 2) wegschaffen und eine Differen- 
tialgleichung erster Ordnung für (1,.x) aufstellen; andrerseits kann man auch 
z.B. (2.2) und (3,2) beibehalten, und alle übrigen (1,.x), (4,.r) u. s. w. eli- 
miniren; dann hat man eine Differentialgleichung erster Ordnung für (2, x); und 
so in ähnlicher Weise auf unendlich viele Arten. Diese Elimination kann wohl 
am einfachsten auf folgende Weise ausgeführt werden. Setzt man (1,&)=y, 
so wird — (2,2) =y, 2, 2)=y", —6(4,2)=y”, und seizt man noch 
der Kürze wegen (2*,0)=c, so geben (1.) und (2.) 

(a) . —r..,=dsy'ri2ey, 

BB) -y = 2y"+2ry". 
Eliminirt man hieraus y’’, so ergiebt sich 

17) Ye = 2y bey; 
wird dies differentiirt und für y’’ sein Werth aus («.) gesetzt, so erhält man 

yy'+yy" =Ayy’ bey" =yy’—6yy"—12eyy' 

oder 3y’y"+6cey"=—byy”—12cyy', oder, wenn man mit dem gemein- 
schaftlichen Factor 3y’—-6c, welcher nicht verschwinden kann, auf beiden 


Seiten dividirt: 


GG) Y=—?2yYy. 
Eliminirt man nun noch y’ aus (y.) und (d.), so erhält man, wenn man den 
Werth y'"— —2yy’ aus (d.) in (y.) einsetzt: —2y’y' =2y”--6ey', oder. 


wenn man durch 2y’ dividirt: 


(e.) —Y=r+3e, 
96 * 
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d.h. (1,x) genügt der Differenzialgleichung erster Ordnung 





3) 2 — (1,23, oder 
(3.) (2,2) = (1,2) 3(2*, 0), 
wo die Constante 
327,0) = 3e=6ll-+4--I+ +...) = 7 
ist. Wenn man endlich aus (y.) und (d.) statt y’”’ vielmehr y eliminirt. so 
erhält man für y’ die Differenzialgleichung erster Ordnung: 
(G) 7 = ?yy(—y'—3e). 
Ferner läfst sich noch (d.) so schreiben: 
(4) (x) = (1,r)(2, 2). 
Übrigens sieht man aus diesen Formeln, dafs sich sämmtliche Reihen in die 
erste (1,.x) rational und ganz ausdrücken lassen, d.h. (2,x), (3,x) etc. in. inf. 
sind rationalen ganzen Functionen von (1,.x) gleich. Setzt man in der Dif- 





ferentialgleichung erster Ordnung für y: 











2 a ee LE 
ie AB: Wr u ee 
Mm : ’ u me 
so giebt sie 3 — (1-+-n7?). y verschwindet für == 4, denn wegen seiner 
Eigenschaft als ungerader Function von x genügt (1,x) der Gleichung (1, — x) 
— — (1, r), also ist (1,— 4)—=— (1, 4), und wegen der Periodiecität ist (1,— }) 
— (1,—4-1)= (1,4), also (1,4)= — (1,4) =0; folglich verschwindet ; 
für <=. Diejenige Function 7 von 5, welche der obigen Differentialgleichung 
77 i n v u st u . 
= — — (1-47?) genügt und für £— 5 verschwindet, nennt man eben die Co- 
Os 
tangente von 5, also hat man y=rn==ncotang $ = ncolangrz, d.h. 
1 
(1,2) = a we — ncolangnz —= Y. 
N : ’ 1 
Integrirt man nach einem bekannten Verfahren die Reihe Eee nach z, 
so ergiebt sich 
= Ra = Slog (2-1 m) — /y ou = nd& 
x+m ne u 
= non —— — log (1 --7°) + Const. 
1+n? 





| -Const. —= logsinaz -- Const.; 


1 
05 Yatn) 
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und wenn man in der Summe das Glied ausläfst, dessen Index 0 ist, 





% > 
sınse £ 
Zlog(2-+m) —= log e -+- Const. 


Hier kann man die Integration mit Null anfangen lassen und erhält, da 
sinz.xr sinzx 





——n für 2 = (, also ng -—— — log ist, 
ind > 4 sınsza 
Z/log(2-- m) —logm} = Zlog(1+) — leg —— — log, 


folglich, wenn man von den Logarithmen zu den Gröfsen selbst übergeht: 


z(1-+-z2)(1— x) (1 -- 2) (1 3)( _- 7)A- Jin uf, = — sin. 8. 


i Bis, 
Das unendliche Product, dessen Werth —=—sinzz ist, kann man sehr bequem 


so schreiben: 
E 
(1 3, 


m 


. . . x L 
wenn man sich nur vornimmt, statt des sinnlosen Faclors im den andern 


x zu selzen. In dem Schulprogramme des Friedrich- Wilhelms-Gymnasii vom 
29. Sept. 1845 hat mein verehrter Lehrer Herr Prof. Schellbach über diese 
Producte eine Abhandlung publieirt, welche, da sie die Ableitung der Funda- 
mental-Eigenschaften der trigonometrischen Functionen, ausgehend von den 
unendlichen Producten, zum Gegenstande hat, hier ganz passend erwähnt wird. 
In jener Abhandlung wird die Ausschliefsung eines Werthes des Index durch 


das Zeichen ! angedeutet, also z. B. »n!O bedeutet die Ausschliefsung des Wer- 
ihes O0 für mn, und das obige Product, bei welchem der Factor I—; auszu- 


schliefsen und dafür der andere & zu setzen ist, wird durch 


# ur 
zI(1+—,) —— una 
bezeichnet. — Nachdem dieses specielle unendliche Product bestimmt ist, kann 


man leicht den Werth des allgemeineren Products 77 (1 = u, finden, wel- 
ches stets als die Grenze des folgenden 





man X 
Bis): k = 0% 
betrachtet wird. Das allgemeine Glied dieses Productes läfst sich so schreiben: 
am+P—x 
em+ß 


Hier darf man Zähler und Nenner nicht von einander trennen und jeden für 
sich als allgemeines Glied eines Products hinstellen, weil diese letzteren bei- 
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den Producte gegen keine endliche Grenze convergiren würden; wohl aber 
kann man diese Trennung vornehmen, wenn man zuvor Zähler und Nenner 
durch «zn dividirt und das allgemeine Glied des Products in der Form 








schreibt; was geschehen kann, so oft m von Null verschieden ist; für u — 0 
mufs man aber die ursprüngliche Form des allgemeinen Gliedes 


P— x a B 








P a @ 
heibehaltlen. Man erhält auf diese Weise 


ER ed..t, 


Homo) 








Ir (1 u En — 





u 


am!V 





| n n - 
und da nach der obigen Formel der Zähler den Werth — sin der 


I 208% . 7 
sin F hat, so erhält man, wenn der Kürze weeen 


J 


n(5 — 
@ ’ 





\enner den Werth 








7 — m, ———$ geselzt wird, die Formel 
üXL [74 nu: 
x sinz(w— & erw—Hi _ emtto—!)i 
„ a m pP sın zw eTwi__ ettwi ’ 


welche als Fundamentalformel bei der Ausführung der einen Multiplication 
nach m in dem unendlichen Doppelproducte benutzt wird. 

Um die Fundamentalformeln für die Ausführung der einen Summation 
in den Doppelreihen aufzustellen, welche aus der Entwicklung des Logarithmen 
des Doppelproduets entspringen, geht man von der gefundenen Summe 


1 cosnxc 
— ncolangrr = N ———— 
x +-m sinseX 





/ 4 eu 





aus. und differentirt dieselbe fortgesetzt nach &. Dies giebt 




















| —Ol(neotangnr) a: 
‘ “ —_ ——— em er re 
ME; SS —— — —  (1-+-cotang’ar) = ——. 
(em) OX sin? ua 
POPONUHER, 2 1 O:!(mcotangnz)  —1 ( 1 ps 
(3. ee DT ET Dar Ya run de in: BE 
/ (2 -+ m)? 2 0x? 2 sin? uw sin? sur 
| up x 4 2.2" 
a0) u TEN Feen, 
(2 + m) sin’suX 3 \sin’aw | sintsuw 








( 2 1 l ) 
— 1 \ — >. — 
3 sinne |! sintınr 
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und so weiter fort. Im Allgemeinen mufs man die Reihen mit geraden Expo- 
nenten von denen mit ungeraden Exponenten unterscheiden; für die ersteren 
erhält man eine Formel von folgender Gestalt: 

















| 1 9 a «a a’ 

Il. 29, 2)= 2 — — ae ( -_ 4 ete.): 

CH (x + m)’8 sin®nw ! sintuxr | sindaa | 
eine Reihe, die mit dem Gliede —— abbricht. Für ungerade Exponenten 
erhält man 

| on ,jjbeosazx , bcosaxr , D'cosnr | N 

IH. 29-1 2)=2 — — met: . u - > „E: = u Sie 
(HH) 29 : (x +m)’s +! (sindne | sinne | sin’ae 
dies r } i cosıtr a um 
iese Reihe bricht mit dem Gliede En gen ab. Die Coöfficienten «, «', a", etc. 


und d, db’, b", etc. hangen auf einfache Art mit den Bernoullischen Zahlen 
zusammen, und das recurrente Gesetz, nach welchem ihre successive Bildung 
geschieht, ist leicht aus den fortgesetzten Dillferenliationen zu erkennen. Man 
kann den Ausdrücken zur Rechten in (II.) und (III.) noch mannigfache andere 
Formen geben; z. B. die schon weiter oben angedeutete, nach ganzen Poten- 
zen von cotangrız; und zwar enthalten die Entwicklungen nur gerade, oder nur 
ungerade Potenzen von cotangrır, je nachdem der Exponent der Reihen, deren 
Ausdruck gegeben wird, gerade oder ungerade ist; der Grad dieser ganzen 
Functionen von cotangrı.x ist gleich dem Exponenten der Reihen (29, 2) resp. 
(29--1,8). 

Das hier abgeleitete System von Formeln findet sich wohl zuerst unter 
einem gemeinschaftlichen Gesichtspuncte vereinigt in Kuler’s „Introductio in 
Analysin Infinitorum”: in diesem berühmien Werke, welches die in Folge der 
Erfindung der Differential- und Integralrechnung auftretenden vereinzelt ste- 
henden Resultate in ihrer Gesammtheit auffafste und zu einer wissenschaftlichen 
Theorie erhob. Indem ich auf diese längst bekannten, jetzt ganz elemen- 
taren Formeln mit Ausführlichkeit zurückgegangen bin, statt dieselben blofs 
historisch anzuführen, geschah es weniger, um den Kreisfunctionen selbst eine 
neue Seite abzugewinnen, als vielmehr in der Absicht, Principien aufzustellen 


und in einem einfachen Falle klar zu machen, welche nicht allein mit gleicher 
Leichtigkeit die Fundamental-Eigenschaften der Kreisfunctionen und die der 
elliptischen Functionen ergeben, sondern welche auch Schritt um Schritt die 
Analogie verfolgen lassen, welche diese beiden Arten von Funclionen sowohl 
unter einander als auch mit den algebraischen Functionen verbindet. Die iden- 
tische Gleichung («.), welche die Grundlage der ganzen Untersuchung bildet. 
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drückt selbst eine sehr einfache Relation zwischen algebraischen Functionen 
aus; ihr entsprechend findet sich eine Fundamentalformel für die Kreisfunctionen. 
Die Gleichung (a.) war hinreichend zur Aufstellung aller hier nöthigen For- 
meln; diese Gleichung ist aber selbst nur ein specieller Fall einer allgemei- 
nern, welche aus der Theorie der Zerfällung in Partialbrüche gezogen ist. 
nämlich der folgenden identischen Gleichung: 








(d.) 11 Frvoti)....w+0—1) 1 1 
A ER (p+tq)t° p“ 
4 Trula+V)....(utr—i) 1 1 
Ein (pt 
Man setze in derselben y—=r-+m, g=—xı—n, so das p+qg=m—n 
wird. und summire dann über alle Werthe von m und rn von m = — ws bis 
m— x und von a—= — x bis n— oo, mit Ausschlufs der Combinationen m =n. 


Auf der linken Seite der Formel erhält man dann 


1/2), 2) —(u+rv,®)). 
Aul der rechlen Seile werden ebenfalls die vorkommenden unendlichen Sum- 
men durch die hier betrachteten reciproken Reihen ausgedrückt werden können, 
wenn man a—n als neuen Index einführt. Die Berechtigung zu der Ein- 
führung dieses neuen Index beruht wesentlich auf der Annahme, dafs « und 
>> 1 sein sollen, welche man machen mufs, damit die Totalsummen, deren 
allgemeine Glieder die linke und die rechte Seite der Formel (d.) sind, un- 
abhängig von der Anordung der Glieder convergiren. Man könnte zwar auch 
andere Fälle beirachlen, welche dieser Beschränkung « > 1, » >1 nicht unter- 
liegen. aber man müfste dann dem Verfahren eine genaue Untersuchung der 
Modificalionen voranschicken, welche die vorkommenden Reihen durch Einfüh- 
rung neuer Indices erleiden können. Nach Einführung des neuen Index m —n 
kann man die «--v Terme des allgemeinen Gliedes auf der rechten Seite trennen 
und jeden Term einzeln summiren. Die Berechtigung zu dieser Trennung be- 
ruht darauf, dafs die einzelnen Doppelsummen, welche zu allgemeinen Gliedern 
diese einzelnen Terme haben, jede für sich convergiren; denn diese Doppel- 
summen lösen sich in Producte von convergenten einfachen Summen auf. In 
der That: für diejenigen Reihen, in welchen die Exponenten die Einheit über- 
treffen, folgt diese Zerfällung aus der Unabhängigkeit dieser Reihen von der 
Anordnung ihrer Glieder, während sie für diejenigen Reihen, deren Exponent 


1 ist, aus ihrer Periodieität hervorgeht. Man findet auf diese Weise rechts 
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oo u—l 


S v(w+1)....(+0—1) 
a Te ME 





(v-+-*0,0)(u—o, X, 


co ==U 


r=v—l J ae n 
+ 3 Blut Dr 1 (u 7,0) 


T 0 





er, 2) 


wo der Stern * steis das Ausfallen des Werthes Null für den Index bedeutet. 
Dieser Ausdruck vereinfacht sich bedeutend. wenn man bedenkt dafs (g*, 0, 
stets — (), wenn y ungerade ist, und wenn man jedesmal in den beiden Sum- 
men zwei entsprechende Glieder, welche durch die Relation e — 0 -=v—ı 
zusammenhangen, zusammenzieht. indem man die constanten Coäfficienten in 
beiden addirt. Diese Vereinfachung, welche die Anzahl der Glieder fast auf 
den vierten Theil redueirt, läfst sich jedoch im Allgemeinen durch Buchstaben 
nur sehr complicirt wiedergeben, da sie sowohl davon abhangt, ob « und » 
gerade oder ungerade sind, als auch von dem gegenseitigen Verhältnifs der 
Gröfse der beiden Zahlen « und v. Wenn man nun den in Rede stehenden 
Ausdruck, nachdem man ihn möglichst vereinfacht hat, 
— (1’(l(w,xr)(v,x)— (u-+r,&%)) 

seizt. so hat man ein sehr allgemeines Resultat für Kreisfunclionen. welches 
der Formel (d.) für algebraische Funclionen entspricht. Wollte man in der 
sefundenen Formel, welche nur unter der Bedingung «> 1,» — 1 bewiesen 
ist, «==r —] setzen, so erhielte man das offenbar falsche Resultat 

1,2) — (2,2) = 0; 
verfährt man aber mit der oben gedachten Vorsicht, welche dieser Fall er- 
fordert. so erhält man 

(1,2) — (2,2) = 6, 


wo c eine von Null verschiedene Conslante ist; denn aus der Doppelsumme 





m 2 na 1 1 
= > . 
© 7 TUR" 2 7 7, 
welche — (1, .r)’ ist, läfst sich freilich zunächst derjenige Theil herausziehen. 


welcher die Combinationen n = n enthält und welcher die von der Anord- 
nung der Glieder unabhängige einfache Summe 


mn 1 


ma. (@+m): 
bildet; allein der Rest der Doppelsumme, welcher sich mit Hülfe der identischen 
Gleichung (d.) für den Fall «=v 1, d.h. mit Hülfe der identischen Gleichung 

en ee 

va ptew id 
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auf die Form 








vwy 1 fi EN. 
m—n! z+m | xH+n 
bringen läfst, wo die Combinationen m —=n auszuschliefsen, hat keinesweges 
den Werth Null, obgleich man Null erhalten würde, wenn man die beiden 
Terme des allgemeinen Gliedes trennte und m—n ohne Weiteres als neuen 
Index einführte; was jedoch ohne alle Berechtigung geschehen würde. Be- 
trachtet man dagegen, wie es erlaubt ist, den eben geschriebenen Ausdruck 
als die Grenze des folgenden: 








m—k n—k 
x Kor ie E12 22 
m=— kn ıM—n x-+m | tn)’ 
fürk—= x, so läfst sich leicht zeigen, dafs derselbe für ein wachsendes % sich 


einer von z unabhängigen Constante über alle Grenzen nähert. Man fängt zu 
dem Ende zunächst damit an. jedesmal der Summe derjenigen Glieder, für 
welche u —n einen bestimmten Werth zwischen —2%k und 2% hat, eine ein- 
fachere Form zu geben. Aber die weitere Ausführung und das nähere Detail 
würde mich hier zu weit entfernen. Inzwischen sieht man aus diesem Bei- 
spiel. dafs bei der Zusammenstellung der algebraischen Formeln mit den trans- 
cendenten, in den letzteren gewissermafsen Lücken entstehen; d. h. es giebi 
eine Anzahl algebraischer Formeln, welchen keine der strengen Analogie sich 
anschliefsenden transcendenten Formeln entsprechen; diese Lücken werden erst 
durch modifieirte Formeln gewissermafsen ausgefüllt, welche sich mehr oder 
weniger von der Analogie entfernen. Das Vorhandensein und die besondere 
Natur dieser Lücken, welche aus der Abhängigkeit einiger der vorkommenden 
Reihen von der Anordnung ihrer Glieder entspringen, begründet einen der 
characteristischen Unterschiede der transcendenten Functionen, sowohl unter sich, 
als auch von den algebraischen Functionen. 

Eine von der vorigen verschiedene transcendente Formel, welche ebenfalls 
der algebraischen Formel (d.) entspricht, erhält man, wenn man p=x2--m, 
gy—n, also p+-q9= z-m--n setzt, nach »» und 2, mit Ausschlufs des 
Werthes n —-0, summirt und rechts m--n als neuen Index einführt. Aber 
weit schärfer springt die Analogie der Formeln in die Augen, wenn man in 
(d.) p-+m an die Stelle von p5 g-+-n an die Stelle von g, also p--g--m-+-n 
an die Stelle von p-+g schreibt und nach m und n von —® bis © ohne Aus- 
schliefsung irgend eines Werthes oder irgend einer Combinalion summirt, indem 


man rechls »2--»2 als neuen Index einführt. Man erhält dann eine, ein ganzes 





11. Eisenstein, genaue Untersuch. d. ell. unendl. Doppelprod. w.Doppelreihen. 203 


Gebiet von speciellen Formeln umfassende, allgemeine Formel, welcher ge- 
radezu und ohne alle Veränderung sowohl algebraische, als Kreisfunclionen 
genügen, d. h. welche gilt, man möge die darin vorkommenden Functionen in 
der einen oder in der andern dieser beiden Bedeutungen nehmen. 

In der That erhält man aus der algebraischen Formel (d.) auf die an- 
gegebene Weise und indem man das allgemeine Glied rechts in seine einzelnen 
Terme zerlegt und die Doppelsummen in Producte von einfachen Summen auf- 
löset, die folgende transcendente Formel: 


et yw tl)... vd +0—1) 








(e.) ( u, p)v, 9) una var =... (v -+ 0,p-+g)(u—0, P) 
EEE 1)... (utr—1 | | 
2... er) Ir ET u TU,P7g9)v 7 ’E 
(1) oA, 





Berücksichtigt man nun, dafs allgemein (g,.x) — 133..00 ar 


1 
g—] 

e (1° q [> 
as 1.2.3....(9—-1) oOas-ı 


diesen Formeln erst g= u und 2 =p, dann g=»v und 2 =, ferner 
JI=V70, 2=P4g 9=U—0, 2 =P; y=u-+rTr, 2—p-+tg, endlich 
y=v—ıt, 24, so erhellet, dafs die algebraische Gleichung (d.) und die 


ist. und setzt in 





und dafs ebenfalls algemein 


iranscendente (e.) sich beide in die folgende vereinigen lassen: 


(I MIDI 


ar —6)( —( 3 —1) (yo— | u—0—l), 
= 2 - T r 1 At Zu d )) Beat > 





o=U 


=v—l 
, TI eW— Tr) (Wr —T+H1)... v1) urn, ! u ee 
= te A  zuah ”(p- y)f\ ’(gy). 


TEEUV 








welche gilt, man mag ()=+, oder f(x) = (1,.x) = n cotangrı.xr setzen. 
Aus der Formel (e.), welche von der gröfsten Fruchtbarkeit ist, fliefsen unter 
andern mit leichter Mühe die Additionstheoreme für alle Arten von Kreis- 
functionen. Ich verweile jedoch nicht bei diesen Anwendungen, so wie auch 
nicht bei denjenigen transcendenten Gleichungen, welche den algebraischen 
Formeln entsprechen, die sich auf die Zerfällung des allgemeineren Bruchs 

IR 


beziehen; denn diese Untersuchungen sind nur als eine Vorbereitung zu den- 


jenigen anzusehen, welche ich im folgenden Paragraphen in demselben Sinne 
27% 
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für elliptische Funetionen anstellen werde. Wenn man übrigens das Additions- 
Iheorem für die Colangente mit leichter Mühe und ohne weitere Elimination 


erhalten will. so kann man wie folgt verfahren. Obwohl die Summe X 7 
KrMi 


nicht unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder convergirt. so gilt dies 
doch von der Summe 








x ik Alien EA er 
tm yhm) TINRZTTNNIIT 


Es läfst sich diese Eigenschaft schon daraus schliefsen, dafs die erstere Summe 


> _—— bei allen ihren Modilicationen doch nur einen constanten, von x un- 
Im 





abhängigen Zuwachs *) erhalten kann; welcher sich also wieder aufheben mufs, 

wenn man zwei dergleichen Reihen Glied um Glied von einander subtrahirt. 

Man kann diese Eigenschaft auch aus der Form des allgemeinen Gliedes 
Se 


tm y+m — (a+m)(y+m) 
beweisen. Bildet man daher das Product 





N [0 DB ( 


und summirt nach »» und z, so wird die hieraus hervorgehende Doppelsumme, 
welche 

= ((1,2)— (1, y)) 
ist, auch unabhängig von der Anordnung der Glieder convergiren und man 


wird statt z» und n neue Indices einführen dürfen. Entwickelt man jenes Produet 
und zerfället es in Partialbrüche, so kommt, wenn »» und n verschieden sind: 








| \ 1 e.w pr 1 i I) w- 1 a | = 
m—n! stm! xs-+tn ytm | ytn) a ytmon tctm ytn\ 
1 \ 1 1 \ 





y—atm-n \ydm atn) 
Wenn m=—n ist, so bleiben die beiden letzten Theile dieser Formel richtig: 
an die Stelle des ersten Theils tritt aber 
1 | i 
(em)? | (y+-m): 














. u = . | 
*) Denn VL} = Vs' ‚ wo 2’ nur diejenigen Werthe von »» umfalst. 
4m w+m ER 
h ' 3 wo ar 
deren analytischen Modul >> M (.r) ist, und 2’ —— = 2'!—- —_ r2'— +? a — — elc., 
| xv-+-m m. m? | 
e r2x\ 7, » s —>v or. —y ! 

während V2'— =0, V2'— =0, u: w., folgliih VE —— = V2'— =\V}_. 


m“ nı” VTmMm m m 
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was eine einfache Summe nach »n hervorbringt. Führt man nun m» —n als neuen 
Index ein, summirt zuerst nach »», indem man rn unler der Form m — (m — n 
schreibt, berücksichtigt die Periodicität der Functionen, vermöge welcher alle 
vorkommenden Doppelsummen in Producte von einfachen Summen zerfallen. 
und summirt schliefslich nach a—n, als zweitem Index, so erhält man 


1,2 —y)!1,0)— (1,y)}+-(1,y—a){d,y)— (1, 2)1--(2,2)--(2,y). d.h. 
2,2) (2, ) )r?1,2—y)Bıl,2)— (1, y)}. 


Setzt man noch —y an die Stelle von y, so hat man die Formel 








21,2 +-y)\d,2)+(,y)} = {A.,2)+ (1, y)"’— (2,2) — (2, y\. 
Da nun A (2,2) = (1,2)”+3(2*, 0) er ey tn, (2, y)= (1,y\% +0 
sefunden wurde, so erhält man ai nach eben Bainsibaune: 
ty) = CNN _ Man 
hi (1,2)+(1,,) (1, .r) ST; 
und. da /1,2)==ncotangax war, 


cotang « colang u —1 





eolang(u--v) — 
BI -PW, cotangwu--cotangv 


Aus dieser Additionsformel lassen sich leicht der Ausdruck der Reihe I... 
und sodann auch der Ausdruck der übrigen Reihen (2,2). (9..r) u. s. w. durch 


Exponentialgröfsen herleiten, so wie auch die Formeln 








lang u li (u | =) und ( lane ES. sich 
ze; ey CKhuune B 1 - —: 1[ eotane — — eolane —— |: 
a es) cotang u 0% 18 | 2 sin 2 coli ıg > MILE ng 3 ) 


welche letztern bei dem hier genommenen Ausgangspuncte dadurch eine be- 
sondere Wichtigkeit erhalten, dafs sie zunächst einen rationalen Ausdruck des 
Sinus durch eenförmige Functionen darstellen. 

Ich kehre zu dem Hauptgegenstande dieses Paragraphen zurück. der 
Ausführung der Multipliecation und der Summalion nach dem einen Index »» in 
den unendlichen Doppelproducten, resp. Doppelsummen, welche in dem Frühern 
betrachtet worden sind. Ich beginne mit den Doppelsummen von der Form 








R 1 N yzbo , 
in,n (am-+ An +y)"® a (am+Bn-+y)*" 
Schreibt man in den Formeln (11.) und (111.) An er u di ecli, von & 


und multiplieirt die allgemeinen Glieder der Summe ir m auf der linken 


1 Indap 
Seite mit —, in (11.) und mit Zr In (II), so erhält man, abgesehn von 


o 


den constanten Multiplicaloren, in welchen der Index r» nicht vorkommt. 
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He. (am+ nt y)% 
1 1 1 
. In ’ . n | I be u S. W . 
sın? sı eaxr. sın® zz Antr sin® zz Anty 
a [74 a 
und wenn 9 >O0 ist. durch ein Aggregat von Fu 
m=—. (amt Bn+7y)** d 2 ssres cu 
lionen von der Form 
n n- 5 
cos BR Tr cosn PrT? 
a a 
; | WET. 
n 2 . n . j 
sin® ß Paz in ALT sinn Art? 
a a 
ausgedrückt. während für y = 0 
ie 1 —E 7 Pn us 2 
- — eotangrı — _—- 
mz=—o am+Pßn+r 
h nd ny 
ist. Setzt man, um abzukürzen —- —=n und — =, so zeig! sich, dafs alle 


nach r auszuführenden Summationen in solche zerfallen, welche sich auf all- 
semeine Glieder von den Formen 
.„ oder — ‚cos (un t8) 
sin® (nn+ &) sin?" (nn+8) 
beziehen. Ich werde nun allgemein beweisen, dafs jede Summe von der Form 
I os (nn Ft?) Jain 5 sin! (nn+t8) 
n=—» sin’(nn+ &) n=—» c08°(nn+&) 
wo g und A nicht negative ganze Zahlen sind, stets unäbhängig von der Anordnung 
der Glieder convergirt, sobald nur 9 >%4 ist. Die Summe Fcotang(nn--5), 
und allgemein der Fall g =, erfordert eine besondere Untersuchung. Wenn 
auch die Doppelreihen unmittelbar nur auf solche einfache Reihen von der 
obigen Form führen, in welchen der Sinus im Nenner steht und entweder 
h=-V und g gerade, oder A=1 und g ungerade ist, so hangen doch mittel- 
bar alle jene einfachen Reihen für Peak, nicht negative ganze Werthe von 
g und %, welche der Bedingung 9 —% genügen, mit Doppelreihen von der 
hier betrachteten Form zusammen. Denn zunächst gehen diejenigen einfachen 
Reihen, welche den Sinus im Zähler und den Cosinus im Nenner haben, so- 
gleich aus den andern, welche umgekehrt den Cosinus im Zähler und den 








oder cotang (nn--5) 








.. . . st . w 
Sinus im Nenner haben. hervor, wenn man 5+5 an die Stelle von 5 setzt; 
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also, wenn man in den Doppelsummen 7-4 an die Stelle von y setzt, weil 





2 
=, also eine Vermehrung von $ um — eine Vermehr on y um 
ZUBE st by) > > en ung vo fi 
an ' \ B 
73 5 nach sich zieht. Steht nun die hte Potenz des Cosinus von nn- = 


im Zähler des allgemeinen Gliedes der einfachen Summe, so kann man, wenn 
h gerade ist, dieselbe in ein Aggregat von geraden Potenzen des Sinus, und 
wenn 4 ungerade ist, in das Product von cos(rn--S) und einem solchen Aggre- 
gate zerlegen. Dividirt man nun jedesmal Zähler und Nenner mit derjenigen 
Potenz des Sinus, welche im Zähler steht, so zerfällt das allgemeine Glied in 
eine Summe von Gliedern, welche entweder sämmtlich die Einheit, oder sämmt- 
lich die erste Potenz des Cosinus im Zähler und verschiedene Potenzen des 
Sinus im Nenner haben. Diejenigen Glieder, welche die Einheit im Zähler 
und eine gerade Potenz des Sinus im Nenner, oder den Cosinus im Zähler 
und eine ungerade Potenz des Sinus im Nenner haben, geben, nach n summirt, 
Reihen, welche, wie wir gesehen haben, unmittelbar aus den hier betrachteten 
Doppelreihen vermöge der nach zn ausgeführten Summation entspringen. Es 
bleiben noch diejenigen Reihen übrig, deren allgemeine Glieder die Einheit im 
Zähler und eine ungerade Potenz des Sinus im Nenner, oder den Cosinus im 
Zähler und eine gerade Potenz des Sinus im Nenner enthalten. Die allgemeinen 
Glieder von einer dieser letzteren beiden Formen werden nach der Formel 





1 ( x ctn 
| 
— Hi colange — — cotang I?) 
sine ” 2 Den 


und denjenigen Formeln, welche aus dieser durch wiederholte Differentiationen 


nntE 


nach x hervorgehen, in solche allgemeine Glieder zerlegt, welche cos nr on 





oder cos dan DL und respective die Einheit im Zähler und eine ungerade und 


nn+£ nn+itn 
2 


resp. eine gerade Potenz von sin 5 oder sin im Nenner enthalten. 








und die betreffenden einfachen Summen nach n gehen demnach aus solchen 
Doppelsummen hervor, in welchen 2« an die Stelle von « (oder, was dasselbe 


besagt, £ an die Stelle von 5) getreten ist, und welche ihr drittes Element 


y theils unverändert, theils 7+« an dessen Stelle enthalten; wie man sogleich 
ersieht, wenn man den Zusammenhang zwischen 7 und 5 einerseits und «, ß, ; 
andrerseits berücksichtigt und hiernach die Modificationen sucht, welche die 
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. n 
. oder in 5 resp. 


[Mrs 


Ä a ih 
letzteren erleiden. wenn 7 und S entweder in > resp. 


‘ 


La) 


übergehen. 


Die Convergenz der Reihen nach z, in welchen 9 >>4 ist, wird da- 
durch nachgewiesen, dafs man eine geometrische Reihe angiebt, deren soge- 
nannter Exponent. d. h. der Quotient aus irgend einem Gliede in das vorher- 
sehende, unter der Einheit liegt, und welche nicht stärker convergirt, als 
die Summe der Moduln der Glieder der vorgelegten Reihe. Schreibt man 
für das allgemeine Glied seinen Ausdruck durch Exponentialfunctionen und 
!äfst hierbei die ganz unwesentliche Potenz von 2 weg, so kommt 

(er n+S)! + e- (n+SJiyh 








(ent Di — e-an+DiyE 


Zunächst beachte man, dafs dieser Ausdruck in einen ganz ähnlichen übergeht. 
wenn man —n an die Stelle von rn setzt; nur tritt dann — X an die Stelle 
von S, während die beiden Summanden im Zähler und der Minuendus und 
Subtrahendus im Nenner ihre Rollen vertauschen. Man erleichtert daher die 
Untersuchung, wenn man n nur posilive Werthe durchlaufen läfst; nachher 
hat man dann nur noch eine ganz ähnliche zweite Reihe zu betrachten, welche 
sich von der ersten lediglich durch den Werth von £ unterscheidet. Wenn n 
positiv ist. so convergirt die Exponentialfunction 

een+di e-itBi 


für a— », entweder gegen e”*>" oder gegen te""'”‘, je nachdem der 
reelle Theil von 2 positiv oder negativ ist; in beiden Fällen convergirt also 
diese Exponentialfunclion gegen 
+ eZlrritrsdı 

wenn man das doppelte Zeichen im Exponenten slels so bestimmt, dafs der 
reelle Theil von +n? positiv, oder was dasselbe ist, der Coefficient von 2 in 
+», welcher wegen 7 — 1 wesentlich von Null verschieden ist. negativ 
wird. Das allgemeine Glied der vorgelegten Summe convergirt daher für 


N=— x gegen 


et h(nn-+s)t 





ze" erden -S)7 


En etstnnt &)i 
und der Modul des allgemeinen Gliedes convergiri gegen 


M(et !-eo+di); 


d. h. der Quotient aus dem Modul des allgemeinen Gliedes und dem eben ge- 
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schriebenen Ausdrucke kann der Einheit so nahe gebracht werden, als man 
will, wenn man n hinlänglich grofs annimmt. Der Quotient aus den beiden 
Werthen,. welche der Modul des allgemeinen Gliedes der vorgelegten Reihe 
annimmt, wenn man 2--1 und rn für den Index setzt, convergirt daher gegen 
den Quotienten der beiden Moduln 

M (ex H-ote+ne+li) , Met -eenta) 


19 

also gegen M(e* 2"), und die Convergenz derjenigen Reihe, welche aus 
der vorgelegten hervorgeht, wenn man stalt aller Glieder ihre analytischen 
Moduln setzt, wird mithin von einer gewissen Stelle ab mit der Convergenz 
der geometrischen Reihe vergleichbar, in welcher der Quotient aus irgend einem 


\ 
y 


Gliede durch das vorhergehende um so wenig als man will über M(e* ==") 


fälll. Der reelle Theil von +72 ist positiv. 4— g ist nach der Voraussetzung 
negativ, also der reelle Theil des Exponenten +(A— g)n? negativ, und da 
allgemein M(e“"') — Mle*) = e“ 1. so oft w negativ ist, so hat man 
Miete") <1. und somit ist die Convergenz der vorgelegten Reihe und 
zugleich ihre Unabhängigkeit von der Anordnung der Glieder aulser Zweifel 
sestell. Man sieht zugleich aus dieser Betrachtung, dafs die vorgelegte Reihe 
wesentlich divergent sein müfste, wenn g <A ist; für 3 = A stimmt die Reihe 
der Moduln in Bezug auf Convergenz zuletzt, d. h. im Unendlichen, mit einer 
geometrischen Reihe mit dem Exponenten —= 1 überein, und die Convergenz 
der vorgelegten Reihe, wenn sie Stalt findet. hangt von der Anordnung ihrer 
Glieder ab. 

Zerlegt man, wenn g=4% ist, die Ate Potenz des Cosinus im Zähler 
nach der oben vorgeschriebenen Regel entweder in Potenzen des Sinus oder 
in das Product aus cos(nn--5) und Potenzen des Sinus, je nachdem 4 gerade 
oder ungerade ist, und zerfället das allgemeine Glied in seine einzelnen Termen. 
indem man jeden Term des Zählers einzeln durch den Nenner sin“ (nn -: &) 
dividirt, so sieht man. dafs zu den Gliedern, deren Summalion durch das Vor- 
hergehende schon erledigt ist, nur noch, entsprechend den beiden eben unter- 
schiedenen Fällen eines geraden oder eines ungeraden Werthes von k, eni- 


cos(nn+ 8) 
sin(nn+ &) 
zutritt. Da nun eine Constante nicht als allgemeines Glied einer convergenten 





weder eine Constante, oder ein Glied wie — cotang (nn--S) hin- 


(unendlichen) Summe auftreten kann, so mufs der Fall eines geraden Werthes 

von Ah, welcher stets eine divergente Reihe involvirt, ausgeschlossen werden 

und es bleibt nur noch die Betrachtung der einen Summe übrig, deren allge- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 25 
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ww . 


\ 


meines Glied cotang(nn--S) ist. Die Reihe Fcotang(nn7-+-5) gehört zu den- 
jenigen convergenten Reihen, welche mit der gröfsten Vorsicht behandelt wer- 
den müssen; denn da ihre Glieder im Unendlichen nicht gegen Null, sondern 
für n—= x resp. n—=— x gegen zwei einander entgegengesetzte von Null 
verschiedene Grenzen convergiren, so ändert die Reihe bei der geringsten Ver- 
schiebung der Glieder ihren Werth. Die Convergenz dieser Reihe, wenn man 
in ihr je zwei Glieder, welche entgegengesetzten Werthen von 2 entsprechen, 
zusammenfafst, läfst sich indessen mit leichter Mühe darthun, indem sich bei 
dieser Anordnung der Glieder die Reihe auf das Frühere zurückführen und 
wiederum mit einer geometrischen vergleichen läfst. Man hat 


ang(s RN) ang (s ,Tsin(E+nn)sin(&— nn)? 





also ist nur die CGonvergenz der folgenden Reihe zu untersuchen: 


na 00 
be | 


„oı Sin(£+nnm)sin(£&— nn) 





Diese Reihe convergirt in der That unabhängig von der Anordnung der Glieder, 

und auch dann noch, wenn man statt aller Glieder deren analytische Moduln 

setzt; denn da schon durch das Frühere die Convergenz der beiden Reihen 
n=x 4 n=% 


E —— und = - 
nı Msin(£+nn) „=ı Msin(£—nn) 








festgestellt ist, so ist die a fortiori Statt findende Convergenz der in Rede 
stehenden Reihe 


nz % 
—’ 1 


„—ı Msin(£+un) Msin(£—nn) 





einleuchtend; und zwar wird letztere mit einer geometrischen Reihe vergleich- 
bar sein, deren Exponent gleich dem Producte der Exponenten derjenigen 
geometrischen Reihen ist, mit welchen die beiden obigen Reihen im Unend- 


lichen übereinstimmen. 


Um noch ein Wort über diejenigen Werthe von 5 hinzuzufügen, für 
welche die Functionen, die durch die hier betrachteten Reihen dargestellt 
sind, discontinuirlich werden: so kann man nicht eigentlich sagen, dafs die 
Reihen für solche Werthe divergent wären, sondern es kommt nur ein ein- 
ziges Glied in ihnen vor, welches unendlich wird und welches allein die Dis- 
continuität der Function verursacht; nach dessen Wegnahme bildet der Rest 


immer noch eine convergente Summe. 
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Nach diesen Convergenzbetrachtungen gehe ich zu den Folgerungen 
über, welche für die durch Summation der Doppelreihen nach dem einen Index 
gewonnenen einfachen Reihen hervorgehen, wenn man die Resultate dieses 
Paragraphen mit den Untersuchungen des vorhergehenden in Verbindung setzt. 
Da wir im vorhergehenden Paragraphen die Modificationen, welche «, 9, y und 
die Doppelsummen selbst, durch Transformation der Indices erleiden, ausführlich 
auseinandergesetzt haben, und da die hier gefundenen einfachen Summen nur 
von den beiden Elementen 7 und S abhängen, deren Verknüpfung mit «, 9, 
durch die sehr einfachen Relationen 


’ 


nd a sy 


(n.) ee Re En e 





lestgesetzt ist, so lassen sich die Theoreme, zu welchen die erwähnte Ver- 
gleichung führt, sehr leicht und unmittelbar aussprechen. sobald man nur die 
den Modificalionen von «@, 5, 7 entsprechenden Veränderungen von 7 und S 
aus den Relationen (n.) berechnet. 

Um mich hierbei kürzer fassen zu können, will ich den Begriff der 
Substitution durch ein besonderes Zeichen, z. B. durch das Zeichen » dar- 
stellen. dessen Einführung bei vielen Untersuchungen dringend nöthig ist. 
sobald es sich um die Betrachtung der Werthe handelt, in welche Ausdrücke 
übergehen, wenn andere Ausdrücke, von welchen die ersteren Funclionen sind, 
ihre Form oder ihren Werth ändern. Dieses Zeichen # , welches eine Menge 
von Worten erspart, heifst im Vorsatze (Hypothesis): „Wenn anstatt des zur 
Linken des Zeichens stehenden der zur Rechten befindliche Ausdruck gesetzt 
wird.” und im Nachsatze, in der Folgerung (Thesis): „So geht die linke Seite 
in die rechte über.” Z. B. der Satz, wenn An B, so ist Ü wo D heifst: wenn 
man B an die Stelle von A setzt, also, wenn man A in BD übergehen läfst, 
so geht C inD über, oder so tritt D an die Stelle von ©. Des Gleichheits- 
zeichens kann man sich zu diesem Zwecke nicht füglich bedienen. da das 
Setzen zweier Ausdrücke statt einander in eine Formel, in der Absicht die Mo- 
dification der Formel zu untersuchen, durchaus keine Gleichheit der für einander 
gesetzten Gröfsen bedingt, und da namentlich häufig Gröfsen statt einander 
oesetzt werden, welche ihrer Form nach nie einander gleich sein können; wie 
es z.B.. wenn man »n--1 an die Stelle von zn zu setzen hätte, jedenfalls un- 
passend wäre, deshalb m = m-;1 zu schreiben; während die Formel no m --1 
diesen Begriff oder hier diese Forderung sehr gut ausdrückt. Übrigens lassen 


sich diese Substitutionsformeln, wie unmittelbar aus ihrer Bedeutung hervor- 
25 * 
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seht. ganz wie Gleichungen behandeln, indem man auf beiden Seiten des Zeichens 
sleiche Operationen vornehmen, mehrere Formeln durch beliebige Operationen 
verknüpfen darf, u. s. w.; nur darf man nie, was bei Gleichungen erlaubt ist. 
die beiden Seiten einer Formel mit einander verlauschen, sondern man muls 
stels die linke und die rechte Seite genau von einander unterscheiden *). 

Bei der im vorigen Paragraphen zuerst angewandten Transformation 
der Indices mom--i, aann--rv blieben « und 5 unverändert, während 


yPYy--hka--rP war, die Doppelsummen blieben selbst unverändert, bis auf 








’ l 

RER a des 2rvni p 

diejenige, deren Exponent — 1. und welche den Zuwachs V —d erhält. 
ur z 3 DB 

Da @ und 9 sich nicht ändern, so bleiben auch » = — und 7 — "? inver- 

& & 
« ® 6 9T7 a(y+Ia- vß) . |! - } . Y. 
ändert, während S En . un — 5--4n- vn. Alle in diesem Pa- 


ragraphen durch Summation gewonnenen Formeln lassen sich in die folgende 


zusammenziehen: 























(IV.) >36 - A (1 7° } >> all... 1 2 
(em-+ Pn--7y)° 1.2....(9—1)o® 0& 

Man erhält folglich. wenn 9 >>1 ist, 

#7 eotang(nn+&") #4 8° cotang (nn+%) 

I 8 HOP Si 
und für y==1, 

m = colang (nn --5’) = —= colang(nn]--S)-, En, 

folglich 

> cotang(nn--5’) = I colang (nı)--8)--2drv?, 
wenn S'—=S--Ar-vn und d -1 oder — --1, je nachdem der Coöfficien! 
von 2 in w: i: positiv oder negaliv ist. Diese Resultate können in folgen- 


dem Theorem vereinigt werden: 


*) Man könnte dieses Verhalten gar nicht unpassend durch das Zeichen selbst an- 
schaulich machen, wenn man z. B. einen liegenden Pfeil wählte, der, je nachdem sich 
seine Spitze nach der rechten oder nach der linken Seite wendet, anzeigte, ob die rechte 
Seite für die linke oder die linke für die rechte substituirt werden soll; da jedoch der- 
gleichen Charactere im Druck schwer darzustellen sind, wenn sie häufig wiederkehren, 
so mag es bei dem obigen Zeichen sein Bewenden haben. Übrigens findet man selten 
Gehör, wenn man die Wichtigkeit der Bezeichnung eines solchen Begriffs a priori de- 
monstriren will und man mufs dem practischen Gebrauche den Nachweis der Nützlichkeit 
des Zeichens überlassen. 
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ngo—l1 & 

A. „Die Summen von der Form I et et sind, als Func- 
„onen von 5 betrachtet, doppelt periodisch, wenn 9 1 ist, und haben die 
„beiden Moduln der Periodicität ı und n; d. h. sie bleiben ungeändert. wenn 
„s um Art--vn wächst; für g=1 sind sie noch einfach periodisch in Bezug 
„auf den Modul 7, erhalten aber im Allgemeinen den Zuwachs 2 dr? == + ?rr, 
„wenn S um Arn--vn wächst.” 

Diese Eigenschaften liegen ziemlich an der Oberfläche; denn die Pe- 
riodieität nach : ergiebt sich unmittelbar daraus, dafs jedes Glied der Reihen 
schon eine periodische Function mit dem Modul x ist, und die Periodieiläl 
nach »; geht daraus hervor, dals für >> 1 die Reihen von der Anordnung 


der Glieder unabhängig sind, so dafs man awnn--1 setzen kann, wodurch 


. | 
sns- 


ich auf die Bemerkung am Schlusse. Die Eigenschaften, zu welchen ich so- 


n wird; wegen des Zuwachses +22 für den Fall y==1 verweise 


sleich übergehen werde, und welche der zweiten der beiden im vorigen Pa- 
ragraphen angewandten Transformations- Arten der Indices entsprechen, sind 
verborgener, und wenn man nicht den hier eingeschlagenen Weg verfol- 
sen will, so erfordert ihre Ermittelung sehr tiefliegende Untersuchungen. 
welche dennoch nicht die wahre Metaphysik derselben einsehen lassen. Man 
bemerke übrigens die bei dieser Gelegenheit hervortretende zweifache Dar- 
stellungs - Art der doppelt periodischen Functionen. Bei der ersten Darstellung. 
durch die Doppelsummen, werden in einer algebraischen Function, welche nichts 
von Periodieität besitzt, stalt des Variabeln 7 alle doppelt unendlich vielen 
Ausdrücke von der Form y--ma--n/ gesetzt, und wenn die Doppelreihe. 
welche alle hieraus hervorgehenden Werthe umfafst, unabhängig von der An- 
ordnung der Glieder convergirt, oder wenigstens ihre Summe nicht ändert. wenn 
man die beiden Indices um constante ganze Zahlen vermehrt, so geht die 
Doppelsumme für jede Vermehrung von 7 um irgend ein Vielfaches von « 
und irgend ein Vielfaches von 3 in sich selbst zurück. Bei der zweiten Dar- 
stelluüng-Art, durch einfache Reihen, ist die erzeugende Function, wie hier 
die Cotangente, nebst ihrem Differentialquotienten, selbst schon eine einfach 
periodische Function, und in dieser werden für den Variabeln alle Glieder 
San einer einfachen arithmetischen Reihe gesetzt; convergirt die hieraus 
enispringende Summe unabhängig von der Anordnung der Glieder, oder änder! 
sie sich wenigstens nicht, wenn alle Glieder um eine Stelle fortrücken. so 
kommt die zweite Periode dadurch hinein, dafs dem Übergange von mo m- 1 
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der von S@5-n entspricht. Zu diesen beiden Darstellungs- Arten der dop- 
pelt periodischen Functionen, welche characterisch sind, gesellt sich diejenige 
ebenfalls characteristische, welche Jacob? besonders hervorgehoben hat: nämlich 
durch den Quotienten zweier Functionen, welche zugleich einen eigentlichen 
und einen uneigentlichen Modul der Periodieität haben: Zähler und Nenner 
sind Reihen, deren allgemeines Glied einfach periodisch ist und bei welchen. 
wenn man das Argument um einen zweiten Variabeln ändert, ein und derselbe 
Factor im Zähler und Nenner heraustritt, welcher sich dann durch die Division 
forthebt. Durch dieses Fortheben des im Zähler und Nenner gleichzeitig her- 
austretenden Factors kommt die zweite Periode hinein, während die erste 
Periode schon durch die Periodieität der allgemeinen Glieder der Reihen im 
Zähler und Nenner bedingt ist. Es scheint schwer zu entscheiden, welcher 
der erwähnten drei Darstellungs- Arten der doppelten Periodicität der Vorzug 
zu geben sei; sie nehmen jede ein eigenthümliches Interesse für sich in An- 
spruch: jedenfalls scheint der ersten, durch die Doppelsummen, wegen ihres 
symmetrischen Verhaltens ın Bezug auf die beiden Perioden, welches man 
bei den andern beiden vermilst, eine besondere Wichtigkeit zuzuschreiben. 
Bei der zweiten Transformations- Art der Indices m n Am- un, 
norm-on wird enhkae-rvß—=a, Po ua-oP=P' Y bleibt unverän- 


j 2a +0 u w 8 sc S v 
dert: hieraus folgt ® »° — u —- wi ia — —2_— 
„a Jatvß A+-vw ka+vß A+rvo 


man erhält daher aus (IV.) 








, 


I 























er oO” colang (no + all; % a: cotang(nrro-+ &) 1 EMTI.2....9—1 ki 
«> 0& a 7 | > . 
2vni 2vri 
wo v= —.d —/,; WER 9 1. Vom de ——, wenn 9= > 2 und V —= 
[7 003 h ; au 
wenn 4 >? ist. Schreibt man demnach 
6° cotang(nzo/ HEN) (ya cotang(nrw+S) j 
u FF 9 PRL gl er. 
so wird 
‚2vyi —Ö, . 
— 0 — = —2v$t, wenn 9—=1, 
@ nt . h 
—0) 2vali —20dvi 
dA = —. —= ——— (A--v0), wenn 92, 
ur zu. ): m“ 


und Z=0, wenn 9 >>?2. Setzt man noch (= Y— = ()--vo)® in die Formel. 


kommen nirgends mehr «, 3, y vor, sondern nur noch » und &, und man 
hat folgendes Theorem: 
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ee 
0° cotang(nnw-+£) 
o—1 
9# 
„welchen w einen beliebigen, nicht reellen, $ einen ganz beliebigen complexen 





B. „Die in der Form F enthaltenen Reihen, in 


„Werth hat, ändern sich nicht wesentlich, wenn man irgend vier ganze, der Bedin- 


. P . : u+o0w 
„gung Ao— ur +1 genügende ganze Zahlen 7, «, v, og wählt und w' == — — 


. VW 
rn 
„an die Stelle von » und gleichzeitig een an die Stelle von S setzt: 


„sie erlangen dadurch nur den Factor (A--vw) und den Zuwachs .f, welcher 
„letztere — tz, — —g-4vo), oder —0 ist, je nachdem y = 
„92 oder g>2 ist, während — 0) das Vorzeichen des Coöffieienten von 
„? in @ bedeutet.” 

Um zu der Ausführung der Multiplication nach »» in den unendlichen 
Doppelproducten überzugehen, setze man in (l.) yo #n--z. Fügt man zu den 


bei den Summen eingeführten Bezeichnungen 














nd u 7UY AL ı:. 
„= — =nw und 5=— noch y=—- hinzu, 
& & 16 
so kommt 
he Anlantion _ uinieenn 
m=—x am+ßn+y)  sinmntd) ee 2 
folglich 


kJ: - 


sin (nn + &—y) 
am+pon-+y ne. Sintun-t&) 








u Zu- 


=. iu L ET 
R ent > yı__ e-(rnt+s—y)ı 





ern r&)i__ eo 1 Hi 


n 


Setzt man e"—p, e“—={[, e'—x, so wird das allgemeine Glied des ein- 
fachen Products nach n: 
tz 


p" S— pn" [m ’ 





—, oder die Form 





’ Bi 
welchem man entweder die Form 2”' 





1 — pr 
1 —p?" P2 =? 
er 1—p?” “ 


geben mufs, je nachdem der analytische Modul von p gröfser oder kleiner als 
Eins ist. M(p) — M(e") kann nie gleich Eins sein, weil 7 imaginär, also 
der reelle Theil von n2 von Null verschieden ist; übrigens ist M(p) > 1 
oder M(p)<-1, je nachdem der reelle Theil von »j2 positiv oder negativ. 
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also je nachdem der Coefficient von 2 in w negativ oder positiv, und je nach- 


dem d—=--1 oder d—=—1 ist; es ist daher M(p)-° stets <1, und setzi 
_,) pi 
u —Öüri u % ” rn > . 2 > . .. 
man pP —=et"—=y=e “,„ was mit der von Jacobi eingeführten Be- 
zeichnung übereinstimmt, so ist M(g) stets 1, und man kann das allgemeine 


(lied in den beiden Formen 
no 1 — +?” 520 yt2d 


2 Ada 9 





schreiben, wo entweder alle oberen oder alle unteren Zeichen zugleich gel- 
ten: man nimmt die oberen oder die unteren Zeichen, je nachdem der Index 
posiliv oder negaliv ist. Thut man Dies und nimmt dann jedesmal zwei Fac- 
ioren zusammen. deren Indices entgegengeselzte Werthe haben, so erhält mau 
( Ba gr £-20 229) (1 L- pr” &29 220) 
d— Pal 29) ( ER Fu 629) 





ei (1— a 1— y" . (1—y" )i—g" 


wo a nur positive Werlhe erhält; für a0 kommt 





Man sieht daher, dafs das Resultat der Multiplication nach 2 der Quotient zweier 
einfachen Producte wird, deren jedes die Form 
n=&% 


E59) 7 A-g"C) I A—g"E”) 


a: 3 nei 


2 4 
= ron wa P\4__ m q a te 
.—-)iog (1-#)14 (1% is, a WÜ) 


hat. und deren Convergenz für jeden Werth von {5 leicht daraus folgt, dafs 














Hg) 1 ist. Man erhält nämlich, wenn man die Function 7(Z) einführt: 
Ä en A 
® ni _ )= —-— Dinge un — 
(Y.) ar 1 am-+Pn+y (<) 1 (<) 
(7) 
mn DE 
N ANGE } 
le) Lni 
„(2”) 


Die Entwicklung der einfachen Producte von der Form %(Z) in Reihen. 
welche sowohl nach positiven, als negativen Potenzen von { fortschreiten und 
die von Jacobi sogenannten © Functionen bilden, findet sich ausführlich in 


Jacobi's „Fundamenta nova etc.”, und ich kann mich hier wegen Mangel an 
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Raum nicht bei derselben aufhalten. und beschränke ich mich auf die Bemer- 
kung, dafs man die im Folgenden für die Functionen y({) abgeleiteten Eigen- 
schaften sogleich auf die © Functionen übertragen kann, welche die Entwick- 
lungen jener sind. 

Bezeichnet man das unendliche Doppelproduct, als Function von x und ; 
betrachtet, durch f(x,y), so hat man, da au mnom-y, non-h, wo y 
und A irgend zwei ganze Zahlen sind, „ony--ga--AP folgt, nach den im 
vorigen Paragraphen angestellten Untersuchungen die Fundamentalformel 








2hrmi 
(VI) fy-+'ga-hp) = e . fl 2,7). 
. . . . sd 7T AK 

bei der betreffenden Substitution bleiben 7) = an und y== —-, also auch 4 
und 2 en während 

- u di An ‘- f2 4 \ / Ge oh 

en 1 cr — 1). e'"Z —1)°ı 

> pn -gn : \ / 


also kommt durch Yuan von (V.) und (VI.),. wenn man noch An (dh setzt: 


(7) le) 


(a 


Setzt man demnach zo {x und 








x(g 2) — Ü.2"ylz). 

hangt C nicht von x ab und kann aus einem speciellen bu von 3 be- 
stimmt werden. Es sei zunächst == 1 und man setze 2 —=g ‘, so erhält man 
x(g) = Cgzx(g’*). Nun ist allgemein 4(E”') = —y(d). ei alle Factoren 
von 2(S5) bis auf den ersten paarweise aus einander dadurch hervorgehen, dafs 
man C' statt © schreibt, und nur der erste S—{”' durch diese Substitution 
sein Zeichen BEN also erhält man Cy = y(Y):xQ) = —1, C=— 

x(g2)= u —”y(2). Allgemein kann man, wenn Ah ungerade ist, € in der 


= Setzt. 


Ba x(g’2) Cr "z(z) dadurch bestimmen, dafs man <—=g” 
wodurch sich 2(g?") = CE" z(gQ'"), C=—g" ergiebt. Dies Verfahren führt 
aber nicht zum Ziele, wenn A u ist, weil dann z(g”° 
indem immer %(Y)=0, wenn g eine ganze Zahl ist. Für einen ungeraden 
Werth von 4 hat man also x(g'z) = —g"z””"y(z), und setzt man hier 
zıngz, so komm (He) = ggg) ey TR). 
also allgemein für jeden ganzen Werth von A: 
(VI) 2) = (N. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 3. 29 


—_ m. 


- UhN\ 


Ter= xf (g*) — 0 ist. 
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eine Formel, welche auch, wie schon in „Fundamenta nova etc.” geschehen ist. 
unmittelbar aus der Definition des Products 4(z) abgeleitet werden kann. Die 
Constante CE kann man auch durch folgende Methode zu bestimmen suchen. 
Man setze sw g"z"' und multiplicire die hieraus hervorgehende Formel 
a) —= Cg"z”"y(g*z') mit der ursprünglichen, so ergiebt sich 


Ka) = Orig"); 


und erwägt man, dafs „(2"')—= —x(z), z(y"z')—= —x(g"z) ist, so kommt 
U —1, C=+g"; aber das Vorzeichen + bleibt bei dieser Methode 


unbestimmt und daher ist die erste vorzuziehen. 

Für die Substitution mn Am+ un, nn vm-+on, war awka-+-vP—u, 
PO ua-oeP=—=f'. Bezeichnet man daher dasjenige unendliche Doppelproduct, 
welches aus f(z,y) hervorgeht, wenn man aw «', Bw P' setzt, durch f’(z,y). 
so hat man nach $. 3. die zweite Fundamentalformel 


7 ) IE 4) 
a ae JENE Zr 70° 


Schreibt man den Exponenten der Exponentialfunction unter der Form 








vrri | vai en övi won .. 
4 go a,\ arAı ass. zhh f 5 2 POFERR, c2‘ — ___ BE 
) .- it Y) een te S) 4 Antvn 1) S) >; 
20 . . Bu 7 wi & . 
und bemerkt, dafs bei dieser Substitution Sn — = —$ = —— —f), 

& a )-+-Vvw 
Y ' en ' 1) ß' u+00 ' 
vn —— =y, y—-iny—ä uon—- — —- —- ww, Odmel: 
. A+-vw a2 zum . a' A+vw ie 


(Ag — ur)d—= 0" wird, so erhält man für die Function % aus (VIII), in Ver- 
bindung mit (V.), die Formel 








Syi no. 
leid) em e-Big), 
ef) He zlei,g ’ 
e Anren 
—edrni 2 . Y ee E Pe & 
wo y zul ” eaisanche) g' —— BR, während (y'— &) — Aloe’ &’ =— it» ein 2 
Selzt man y—Swoy, wodurch yY—S’wy', und bedenkt, dafs y und & und 


ebenso y’ und 5’ gänzlich von einander unabhängig sind, so kann man der 


obigen Formel die Form 
a 
(IX) x(e”,g) = C.e +" x(e', g) 


geben, wo die Constante C von y ganz unabhängig ist und also nur von w 


abhangt. Dies ist die allgemeine Formel, auf welche ich schon im vorigen 
Paragraphen hingewiesen habe und aus welcher diejenige, welche der blofsen 
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Vertauschung der Indices in dem unendlichen Doppelproduet entspricht, als 


ganz specieller Fall hervorgeht, wenn man A = oe —=0, u—r—1,. e— —1. 
ri 
Y . . . 
also Y=e”, y=- setzt. Die Constante C kann aus einem speciellen 


Werthe von y bestimmt werden; aber um die einfachste Darstellung ihres Wer- 
thes zu haben, mufs man sich anderer Methoden bedienen, bei denen ich mich 
hier nicht aufhalten kann, da ich durch den grofsen Umfang, welchen diese 
Abhandlung schon erreicht hat, sehr zur Kürze gezwungen werde. 


Die Function f(x, y), welche von zwei oder, wenn man « und / dazu 
rechnet. von vier Elementen abhangt, kann sogleich auf eine solche zurück- 
seführt werden, welche ein Element weniger enthält. Man hat 























2—Y 
& 

x __ em+Än+y—r __ am+Pn 

am+Än+yr  umt+ßn+y —_y ° 
am-+Pn 
wenn nicht gleichzeitig m —= 0, n—=0; und für n=n—0 wird das allge- 
. . KL Km . 
meine Glied 1— —- —= ”. Setzt man daher allgemein 
Y / 





L 
fi a1 sc = ein 


wo in dem Producte die Combination m —=n == auszuschliefsen ist, so erhält man 








N A 
X. Y)= 





7) pr) 
s r Tr \ . 4 
Die Function y(x) ist der Werth von ——— y) oder von — yf(x,y) für 
.. 
7 
y-—=0(, und man kann geradezu (x) =f(z,0) setzen, wenn man sich vor- 


. e, . KL 
nimmt x statt des in f(x,0) vorkommenden sinnlosen Factors I zu setzen. 


Aus den Fundamental-Eigenschaften der Function y(x),. welche jetzt ent- 
wickelt werden sollen, gehen zugleich die Modificationen hervor, welche f(x, y) 
erleidet. wenn z sich ändert, während durch die Formel (VI.) die Modifica- 
tionen von f(x, ) bei einer Änderung von y gegeben sind. Setzt man in (VI.) 
den Werth von f(z,y) aus (X.) und schreibt zugleich y— zo, also 
2 ny—.r, so erhält man 


2hrei 
Ö 


gir+garhf) _ PTRTER) 
g(y+ga+nhß) p(y) ’ 
29 * 
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und folglich, da = und 7 ganz von einander unabhängig sind. 
J Ihr 


py(zrgazhp) = Le * yie); 


’ 


wo C nicht von x, sondern nur von « und 5 abhangt. Um € zu bestimmen. 


._.ga-+hö 

















kann man. wenn g und A nicht gleichzeitig beide gerade sind, x — 5 
selzen, wodurch © --gae--khP = — x. Berücksichtigt man hierbei, dafs allge- 
mein p— .ı2)= —g(x) ist *). so erhält man 
Ahırt mi „ul 
‘ (2a+hß) .. Oh? Ihr 
{ Rn a& at eds! u eo en ( 4% lo u 
4. B. für y=1,. h—O ist (x --e) = — gr), und hiernach, wenn y un- 
serade ist. 
/ r ) , \oh-1 Oh? i 32T (x+0) i 
ylz+(g + NdatAß) = (Dete "ea * y(a--e) 
au Sn pri S 2hrei _ 
—1)r:tie °e * oe), 


weil y=1, gh_ A (mod.2); also hat man in allen Fällen 


h?P+?2hx 
( — 


(XL) gierge+iß) = (Ne ° px). 





indem (—1,#"""— (—1)**?, wenn g ungerade ist. 


Es sei y(e)ny' (x), wenn ane', PnP'; da nun 


>) msn As ad ay\t ' ee Ay 1227 a,\) 
Yf (a a / T, / YyzvV und Yf (7) re w,) /y=V) 
so erhält man unmittelbar aus (VII.),. wenn man y==0 setzt, nachdem man 
beide Seiten der Formel mit —y multiplicirt hat, 
vr! 


ed x 


a3 will er y (x). 





\ g(y—.ır) . . 
Betrachtet man den Quolienten ar —f(a,y) als Funclion von 7, 
ar 


so kann man nach denjenigen speciellen Werthen von & fragen, für welche 
jener Quotient eine doppelt periodische Function wird. Es genügt zu dem Ende, 
r so zu bestimmen. dafs der Exponentialfactor auf der rechten Seite von (V].) 


. i DIY— 50) . . 
I wird: setzt man z. B. 2 —1e, so ist nl hunet: m. eine doppelt perio- 


dische Funetion von 7 mit den beiden Moduln « und 2/5, und allgemein ist 


*) Dies zeigt sich sogleich, wenn man in dem unendlichen Doppelproduct m 2 — m, 
„sg —n setzt, und bedenkt, dafs für diese Transformation der Indices v=V0 ist, also in 


der Formel (VIII) der hinzutretende Exponentialfactor sich auf ie Einheit reducirt. 
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& 
»(r—7) 
p(7) 
und #/; nur darf man nicht 4==1 annehmen, weil die Function sich dann aul 
eine Constante reducirt. Durch Transformation von @, 5 in «' resp. 9’ und 
Anwendung der Formel (XI.) kann man eine Reihe von unendlich vielen 
doppelt periodischen Quotienten finden; doch ist die Ausführung dieses Ge- 
senstandes nach den hier angewandten Prineipien zu leicht, als dafs es nöthig 





eine doppelt periodische Function von y mit den beiden Moduln « 


wäre. mich länger bei demselben aufzuhalten. 


>. 
. r 0} . . . y | 
Die Kreisfunclionen entstehen aus Functionen von der Form —, als er- 
zT? 
zeugenden Functionen, indem man slatt x alle Werthe von der Form ww - ın 
setzt. in welchen »» alle ganzen Zahlen von — x bis » durchläuft, und alle 
daraus hervorgehenden Werthe der erzeugenden Function addirt. Allgemeiner 


entstehen die Kreisfuncetionen durch einfache Summation, wenn man in der 


2 1 Ä du sr 
erzeugenden Function —, 29x -- am setzt: was ich die Entstehung durch 
#7 


emfache Erzeugung nach dem Modul «& nennen will. Aus denselben erzeu- 


senden Functionen — entstehen die elliptischen Funeclionen durch doppelte Er- 


2) 
”» 


pr 
zeugung nach den beiden Moduln « und >, d.h. durch doppelte Summaltion von 
— x bis » nach den beiden Indices »n und zn, wenn man zwx -am-— pn 
selzt. Aus jeder rationalen Function von x, in welcher der Grad des Zählers 
kleiner ist als der des Nenners, entstehen im Allgemeinen durch einfache Er- 
zeugung Kreisfunctionen, durch doppelte Erzeugung elliptische Funetionen; denn 
jede solche rationale Function läfst sich in Partialbrüche von der Form ———— 

(2 — ce)‘ 
zerlegen. wo Ü und e von x unabhängig sind und g posilive ganze Werthe 


hal, und die erzeugte Function zerfällt dadurch in ein Aggregat von Functionen. 


y « * » y | . 
welche erzeugende Functionen von der einfachen Form af haben. Bei 
(X -—- 0)? 


der einfachen Erzeugung sind die Funclionen stets einfach periodisch, und die 
Summen sind unabhängig von der Anordnung der Glieder, wenn alle Werthe 
von 9, welche in den Partialbrüchen erscheinen, —>1 sind; letzteres geschieht. 
wenn die erzeugende rationale Function der vollständige Differentialquotien! 
einer andern rationalen Function ist; in jedem anderen Falle können jedoch, bei 
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ieder Änderung des Arrangements der Glieder in den einfachen Summen, die 
Funeltionen, welche durch diese Summen repräsentirt werden, nur einen con- 
stanten von = unabhängigen Zuwachs erhalten, und dieser Zuwachs rührt einzig 
und allein von denjenigen Termen der erzeugenden rationalen Function her, 
in welchen g=1 ist. Die durch doppelte Erzeugung entstehenden Functionen 
sind doppelt periodisch nach den beiden Moduln « und ?, wenn alle g>1, 
unabhängig von der Anordnung der Glieder in den Doppelsummen, wenn alle 
9>2 sind, in welchem Falle die erzeugende Function der zweite Differen- 
tialquotient einer rationalen Function ist, und im Allgemeinen kann der Zu- 
wachs. welcher bei verändertem Arrangement aus den y=1 und 9==2?2 enl- 
sprechenden Gliedern entspringt, nur eine ganze Function ersten Grades von x 
sein. welche sich auf eine Constante redueirt. wenn alle y>>1 sind. Die 
Richtigkeit dieser letztern Behauptungen ergiebt sich unmittelbar aus den im 
Vorhergehenden auseinandergesetzten Principien. 

Der Hauptgegenstand dieses Paragraphen besteht darin, nachzuweisen. 
dals die durch doppelte Erzeugung aus den rationalen Funclionen entstehen- 
den Funclionen, welche gleichzeitig auch aus den Kreisfunctionen durch ein- 
fache Erzeugung entstehen, wirklich elliptische Funetionen sind, d. h. den Diffe- 
rentialgleichungen genügen, durch welche die elliptischen Functionen definir! 
werden; und ferner zu zeigen. wie aus denselben Betrachtungen, welche zu 
diesem Resultate führen, zugleich die Fundamental-Eigenschaften der ellipi- 
schen Functionen hervorgehen. Der Weg ist ganz derselbe, wie derjenige, 
welchen ich im vorigen Paragraphen für die Kreisfunctionen, als der durch 
einfache Erzeugung aus den rationalen entstehenden Functionen eingeschlagen 
habe: von den Eigenschaften der erzeugenden Functionen ausgehend, gelangt 
man zu denjenigen der erzeugten Functionen. Es lag ursprünglich in dem 
Plane dieser Arbeit. den betreffenden Gegenstand mit aller Ausführlichkeit 
zu behandeln, indessen werde ich durch Mangel an Raum gezwungen, mich 
auf die Hauptpunete und die allgemeinsten Principien zu beschränken. Übri- 
gens glaube ich, dafs es nicht leicht einen andern Gang in dieser Theorie 
seben möchte, bei welchem mit derselben Klarheit und Anschaulichkeit die 
Analogie der rationalen, Kreis- und elliptischen Functionen in die Augen fällt. 
und bei welchem die Eigenschaften dieser drei Arten von Functionen gewisser- 
mafsen aus derselben Quelle fliefsen und auf demselben Wege angetroffen werden. 

Man setze der Kürze wegen em--Pn—= w, in welchem Ausdrucke m 
und n unabhängig von einander alle ganzen Werthe von —»x bis x durch- 
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laufen; kommen mehrere Ausdrücke von dieser Form vor, so werden sie 
durch w,, ws, u. s. w. bezeichnet. Die Haupt-Eigenschaft dieser Ausdrücke. 
welche sie mit den ganzen Zahlen theilen, und auf welcher alles Folgende 
wesentlich beruht, besteht darin, dafs die Summe irgend zweier wieder einen 
Ausdruck von derselben Form hervorbringt, und dafs. wenn :e, alle seine 
Werthe, w, dagegen einen stehenden Werth erhält, die Summe w,--ww, wie- 
der genau dieselben Werthe wie 0, durchläuft; diejenige Eigenschaft der ganzen 
Zahlen aber, vermöge welcher sie sich durch Multiplication reprodueiren, besitzen 
die Ausdrücke » nur für specielle Werthe von « und 9, z. B., wenn a == 1. 
==? ist, oder wenn &—=1, und 5 einer dritten Wurzel der Einheit gleich ist. 
Um die Analogie mit den Kreisfunctionen auch durch die Bezeichnune 

hervortreten zu lassen, setze man die Doppelsumme 

>> h | x) 

—(a+ 0) rn 
Zunächst können die Functionen (1, x), (2, x), (3. x), etc. aus einander durch 
Differentiation nach x abgeleitet werden, und zwar nach den Formeln 


o1,2)= — (2), 0(,2)=—2(3,7), .... KH) —=—ylgH1,8). 
in welchen zur Erleichterung des Druckes die Nenner 0x weggelassen sind. 
Setzt man in der Formel 


2 LEER U ARTE. EBEN U en he 3 
a a 175 27) za 7 ae 13 BT TE Er BEE TEE ner 2, 
P=C-w, = —c—w, P+-g=w, —w,, und summirt über alle Werthe 


von ww, und w,. mit Ausnahme der Combinationen w, = w,, so erhält man links 
eine von der Anordnung der Glieder unabhängige vierfache Summe, welche 
— — (3,2) — (6, z)} ist; 

rechts betrachte man w, — w, als einen Ausdruck, welcher für jeden stehen- 
den Werth von , wiederum alle Werthe von :o, mit Ausschlufs von w — 0. 
d. h. mit Ausschlufs der Combination m —=0, n=0 durchläuft. Setzt man 
wo — wm —=Ww, %—=u,—w und summirt zuerst über alle Werthe von 
so ergiebt sich 
ch 

w° 
Wegen der eigentlichen Periodieität von (3,2) und (2,.x) ist nun (3. 0-- w 
— (3,2), (2,24) — (2, x) und wegen der uneigentlichen Periodieität von 


(1,7) ist (1,2 -+w) Er d,.) tot 


.„ wenn w=«am-- pn gesetzt wird 
& l 


» 


(+0), 2))4 3, ++} Sfı,2+w)-(.2)) 


w? 
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Hierdurch redueirt sich das so eben gefundene Resultat auf 
6(2, .r) 12öni N 





w* & w 5 


Die Summation über die Werthe von w#, welche noch auszuführen ist, bezieht sich 





. 2 ‘1° 1 n . * 1 i 
nur auf die allgemeinen Glieder — und —. Setzt man & ı = (4*, 0) 
" w* w> aem-+-ßn) | 
2nı n h 1 
und Ö > - —— = c, wo der Stern über dem Summenzeichen die Aus- 
& (em An)’ 
schliefsung der Combinaltion 22 —=0. n —0 andeutet. so erhält man schliefs- 


lich rechts 
6(4",0)(2, 2) — bc; 
also hat man die Gleichung 
i ‚£ GW nr | Ari Y/f6 .\ pr 

(1) (6,2) = (3, 2)’46(4*, 0)(2, 2) — 6e 
sefunden. Das Erscheinen der eigenthümlichen Constante e weiset auf diejeni- 
oen Funclionen hin, welche die Differentialquotienten von (g,.) nach 5 sind. 
Setzt man p=w,, = 2 --un, P+-q=x--w,--w, und summirt über w, 
und z,. indem man ww, —= 0 ausschliefst, so kommt links (3*, 0)(3,.r); rechts 





setzt man w, m —=w, w,—=w—w, und erhält durch Summation über «e,, 
wobei 2, —= « auszuschliefsen : 
! | e ir. fe N a Mia 
— 1 (37.,—w) + (3.2) — 2", — 1) -- (2.20) — — 
6 \ “2 N N 1 
u —— 1 (1*, — w) (1. 2) — ——\. 
(ae+Ww)® | \ Hr i v2 tw) 


Berücksichtigt man hierbei die Periodieität der Funclionen, und dafs (3*, 0) —=0. 
(1*.0)=0 ist. so kommt 




















(3, 2) 1,328 ni u (2,2) | 12ö0ni N ‚ 6d,n) m 1 
(+ w)> ' (KW „)t & (e-+-uw)’ ' (e+w)° (2-4 10)® ’ 
summirt man nun nach =, bedenkt, dafs 
o(d,.x) _ IN .OW 1 rg Bas 
op as (2+ ww)? (v+%)‘ x+%)°® 


und vergleicht mit dem Resultate auf der linken Seite (3*, 0)(3, x). welches 
sich auf 0 redueirt. so erhält man die zweite Gleichung 
Södni O(4,.r) 

7; 


3(2*,0)(4, ©) +3(,2)(4,2)+6(1, 8) ME). 





(2) 10(6,2)- 


._— (3, x) - 
Eine ähnliche Behandlung e re 
1 i u 1 | ı2 ( 1 1 


— — — |— — 





> 


p? q* 


33 p’qt u 5 ie u m 
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in welcher r—p--g ist, liefert die beiden Gleichungen : 

(3.) (Gr) = (3,2) (4, 2) aan, 0}. 

(4) 5(7,8) = 25, 2) (2,2) — (2*,0)}-3(3,2)(4, 2); 
auch geht (3.) aus (1.) durch Differentiation nach .r hervor. Die Gleichun- 
gen (1., 3. und 4.) kann man als totale Differentialgleichungen zur Bestim- 
mung von (2,.c) betrachten; (2.) dagegen ist eine parlielle Differential- 
gleichung. Im Allgemeinen führen die identischen Gleichungen von der Form 
der beiden hier benutzten stets zu totalen Differentialgleichungen, wenn in ihnen 


1 1 ’ ‚ 2 
die Terme en und - fehlen; kommen aber diese Terme vor. so können die 


identischen Formeln zum Theil auf partielle Differenzialgleichungen führen. Man 
kann sich auf diese Weise bald so viele oder mehr Gleichungen verschaffen, als 
unbekannte Functionen vorhanden sind; einige der Gleichungen gehen aus andern 
durch Differentiiren hervor. Übrigens gelten hier genau dieselben Bemerkungen. 
welche über den analogen Gegenstand im vorigen Paragraphen gemacht worden sind. 

Differentiirt man jede der beiden Gleichungen (3. und 4.) noch zwei- 
mal nach z, so hat man, (1.) mitgerechnet, 7 Gleichungen, aus welchen man 
die 6 Functionen (4, x) bis (9, x) eliminiren kann. Diese Elimination ist gar 
nicht mühsam, wenn man sie geschickt anstell. Man verschafft sich zunächst 
aus (3.) und (4.) die Gleichung 

(2, 2) — (2*, O0)? == (4, 2)+5(4*, 0) *). 

und verbindet dann dieselbe mit (1.). Das Resultat der Elimination ist 

5.) (32) = {(2, 2) — (2*, 0)? — 15(4*, 0){(2, 2) — (2”, 0)} 

+10 je — (2*, 0)(4*, 0)}. 

Man sieht also, dafs das Quadrat von (3.2) einer ganzen Function von (2. x) 
dritten Grades gleich ist, deren höchster Term den Coöfficienten 1 hat. Um 
dieser Function dritten Grades eine elegantere Form zu geben, suche man ihre 
Wurzelwerthe auf; zu dem Ende darf man nur drei von einander unabhängige 





, r . a 
Werthe von z aufsuchen, welche (3.x)=0 machen; solche sind 2 =. 
at . . . . yr . 

o—$£ und € == ER wie man sogleich sieht. wenn man die Eigenschaft 


der Periodicität mit der Relation (3. — 2) = — (3, x) verbindet. Diese Werthe 
von x in (2,2) gesetzt, geben die Wurzelwerthe der Function dritten Grades 
von (2. x) und man erhält folglich 


(6.) (3, x) — 2, 2)—(2, > ! 12. 7) —(2, : ! 1(2. x) (2, a 





*) S. a. Schlufs. 
Crelle's Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 3 30 
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“UV 


‘ % ‘ @ ‘ 7 | 
Setzt man daher (2,2)=y, (2, 5)= d, (2, £ — a, (2, nr — (", so 


’ Oy\ 
wird (3, 2) = +7) und 
#7 


dy 
OX 


22 zraß Br -- Const. 
v(y—W)(y—ıa)(y—a"')) | 


Die Funelion (2,&) ist demnach in der That eine ellöptische Function erster 


Gattung von x, und da 


» u. » ’ oy 
(1.2 zer /@ Zu == —/yöx = —f- 14 F 
\ f ’ in ’ 2 y((y—a)(y—a)(y—a")) 


so ist (1,.) eine elliptische Function zweiter Gattung. Durch nochmalige 
Integration und den Ubergang von den Logarithmen zu den Zahlen, was man 


mn 


= 2/( (y—-a(y—a)(y—u) 











die exponentielle Integration nennen kann, gelangt man einerseits zu den un- 
endlichen Doppelproducten, andrerseits zu den von Jacob: statt der dritten 
Gattung eingeführten und von ihm durch £2 bezeichneten Funtionen. Der 
Zusammenhang zwischen den doppelt periodischen Quotienten aus unendlichen 
Doppelproducten und den hier betrachteten Doppelsummen ergiebt sich durch 
Zerfällung jener Quotienten in Partialbrüche. 

Man kann zu der Fundamentalgleichung (5.),. welche den Zusammen- 
hang unserer Doppelsummen mit den elliptischen Functionen nachweiset, auf 
kürzerem Wege gelangen, wenn man mit der Klimination die Integration 
der Differentialgleichungen verbindet; aber da die Bestimmung der willkür- 
lichen Constanten wegen der Discontinuität der Functionen einige Schwierig- 
keiten macht, so suche ich, so oft es angeht, jede Integration zu vermeiden. 

Die Zusammenstellung von (5.) und (6.) führt zu Relationen zwischen 
den Gonstanten, wie z.B. 

a+a'--a" = 3(2*,0), u. s. w.; 
man kann unendlich viele Relationen zwischen solchen Constanten finden, wenn 
man sowohl in den bereits entwickelten Gleichungen, als auch in allen andern. 
welche dieselbe Methode ergiebt, für x specielle Werthe setzt. 

Die Gleichung (2.), und eine Reihe anderer von ähnlicher Art, dienen 
zur Bestimmung der Ableitungen der elliptischen Functionen nach /, und wenn 
man « mit > vertauscht ($. 3.). auch derer nach eo. 

Unter der grofsen Masse von Formeln, welche aus algebraischen Re- 
lationen durch den Procefs der doppelten Erzeugung für elliptische Functionen 
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hervorgehen, kann ich hier nur einige von sehr allgemeiner Form herausheben 

und mufls es einer spätern Gelegenheit überlassen, einige Ordnung in diese 

Masse zu bringen; denn die Fruchtbarkeit dieses Gegenstandes ist so grols, dafs 

die eigentliche Schwierigkeit hier in einer zweckmäfsigen Beschränkung besteht. 

1 . h 
Da die aus — durch doppelte Erzeugung hervorgehende Doppelreihe 
KL 
bei jeder Veränderung des Arrangements der Glieder nur um eine ganze Func- 
tion ersten Grades von x wachsen kann, so wird die aus dem Aggregate 
0% m elc. 

entspringende Doppelreihe *) gänzlich unabhängig von der Anordnung der Glie- 

der sein. wenn man die Constanten und die Variabeln den Bedingungen 
a+a-+d"+...=0 und uat ax -a"a"-+.... — 0 


unterwirft**). Multiplieirt man daher die beiden Ausdrücke 





Ent . (b u u ) 
+ Fr F Taten 
und zerfällt jeden Term des Products nach der Formel 
NER. € Ä ) 
Ey sry \8 I Y ’ 


so ist es erlaubt, auf die hieraus hervorgehende algebraische Relation das Princip 
der doppelten Erzeugung anzuwenden, sobald aufser den obigen beiden Bedin- 
sungen auch die beiden folgenden analogen 

b+-bW-0"+...=0, by+by'4b'y"-+.... — 0 
erfüllt sind. Der Algorithmus, zu welchem dieses Prineip führt, ist, wie ich 
olaube, durch das Obige hinlänglich klar geworden, und ich brauche daher wohl 


nur das Resultat hinzuschreiben:; dasselbe ist 


\ 


al1l,.2)+ a (1,2) a"(1,2")+...Y641,y)+0 (dl, y) +0" A,y")+ + 
— Stabi, er) + . (1, 2) -, (4, y)l 


HV 
2öni n ) 
I 4 y 
ir PD x s| a) br). ai 
ee ed) LyNLam+En) 








*) Wenn man nämlich zo x-+uw, Ana +w, a"nx"+w, elc. setzt und die 
doppelte Summation über alle Werthe von w ausführt. 

**) Wie auch aus der Form des allgemeinen Gliedes nach den Principien von 
$. 1. und $. 3. mit Strenge hervorgeht; denn entwickelt man das allgemeine Glied nach 
1 


w? 





1 
fallenden Potenzen von w, so fehlen die Terme iE und 


30 * 
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wo das Summenzeichen 8 sich auf alle Combinationen von u und v bezieht. 
Übrigens läfst sich der zweite Theil rechts, wenn durch % dieselbe Function 
wie im vorhergehenden PR bezeichnet re auch wie folgt schreiben: 


Hure , | 


Ebenso kann man auch von Aggregaten von der Form 











er re 
re re nn 
ausgehen, für welche die einzige Bedingung «—+« a" —-....—0 erfüllt sein 


muls, damit die aus ihnen entspringenden Doppelsummen von der Anordnung 
der Glieder unabhängig seien, und man A durch die identische Relation 
1 1 


und durch den Procels der Festen ae zu der neuen Formel: 





IR, ER, = N IN2, Er --y)[(2, 2) (2, ye)]} 
+28 {a9 (3,2 -y LA, 2) + A, ya] 

_ 20ni Ss) a0 (2, en, 

oß 

Viel allgemeinere transcendente Formeln, und welche die eben abge- 
leiteten als specielle Fälle umfassen, erhält man, wenn man von irgend einer 
rationalen Function F'\w) von w ausgeht (welche aufser ww beliebig viele andere 
Gröfsen enthalten kann), in der der Grad des Nenners den des Zählers um 
mindestens 3 Einheiten übertrifft, und welche daher, nach fallenden Potenzen 








. . l .- r 
von ww entwickelt, erst mit dem Term zu anfängt. Unter der letzteren Vor- 


aussetzung wird I F'w), welches sich über alle Werthe von ww erstreckt, von 
der Anordnung der Glieder unabhängig sein, und diese Summe wird sich, 
wenn man Fe) in Partialbrüche zerfället, durch lauter Functionen von der 
Form (g, x) ausdrücken lassen, in denen g sowohl als x verschiedene Werthe 
erhalten. Sind nun F\, und F), zwei solche rationale Functionen, welche der 
eben festgestellten Bedingung Genüge leisten, setzt man in der einen www, 
in der andern w ww, und bildet das Product F\ (w,) F,(w,), so ist die vier- 
[ache Summe IF,(w,)F;(w,), welche in das Product der beiden Doppel- 
summen IF\,(w,, und IF; (w,) zerfällt und daher vollständig durch elliptische 
Funclionen ausgedrückt werden kann, unabhängig von der Anordnung der 
Glieder, und man darf daher in derselben neue Indices stalt der ursprünglichen 
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einführen. Wenn man F\ und F\, in Partialbrüche zerfället und die beiden 
Zerfällungen in einander multiplieirt, so werden alle Terme des Products von 
der Form 
1 1 
(+ w,) (x, + w,) 


sein, und dieses letztere Product in Partialbrüche zerfället, liefert wiederum 








lauter Terme von den Formen 


1 1 
() Fate re Se) a Fa Bu 
Setzt man nun w,--w, = w, indem man «©, in der Form w— :e, schreibt, so 
(k, z) 
(ytw)* 
Nun ist, wegen der Periodieität (k, s— w) == (k,z). 


| 1 











giebt die Form (a@.), nach w, summirt, unmittelbar und die Form (b.) 


(k, z— w) 
(y+w)h es 
wenn k>1, und wenn k—1, so tritt das Glied — 0"! _. 222 2 
hinzu; die noch auszuführende Summation nach :© giebt daher für die Form («.) 
(k,2)(h,y) und für die Form (2.) entweder (k,z)(A,y) oder (k,z)(h,y) 
 2ömi o(h—1,y) 
 (kh—1)a oß 
auch A=1 ist, so erhält man als allgemeines Glied der für die Form (d.) zu 
2örni Alog(y+w) 
OB 
Glieder dieser Form vereinigen, um eine convergente Reihe zu erhalten. Auf 
diese Weise findet man also für dieselbe vierfache Summe von sehr allgemeiner 





nach ©, summirt 








„ je nachdem k —>1 oder k—1 ist; wenn aufser k = | 


und man mufs alle 





(k,z)(h,y) noch hinzutretenden Reihe — 


Form einen doppelten Ausdruck durch elliplische Functionen. Will man übri- 
sens die Differentialquotienien der elliptischen Functionen nach 5 vermeiden. 
so mufs man von solchen algebraischen Relationen ausgehen, in welchen alle 
k—>1 sind. Noch allgemeinere Formeln erhält man, wenn man mehr als zwei 
rationale Functionen von der Form F', welche sich der Reihe nach und resp. 
auf w,, W., %;, u. Ss. w. beziehen, mit einander multiplieirt und auf ähnliche 
Art, wie bei dem Producte zweier verfährt. Es ist nicht schwer, nach Dem 
was hier und schon im vorigen Paragraphen gesagt wurde, auch solche Formeln 
aufzustellen, welche ihre Geltung behalten, man mag die darin vorkommenden 
Functionen elliptische, Kreis- oder algebraische Functionen bedeuten lassen. 
Man kann versichern, dafs durch Anwendung der hier auseinanderge- 
setzten Principien und durch rein algebraische Verbindung der Formeln, so 
wie durch Einsetzung specieller Werthe für die vorkommenden Gröfsen. die 
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Additionstheoreme der drei Gattungen, so wie eine Menge der wichtigsten 
Fundamenlalgleichungen für elliptische Functionen abgeleitet werden können; 
aber da ich zu andern Untersuchungen übergehen mufs, so sehe ich mich 
genöthigi, die Ausführung dieses reichhaltigen Gegenstandes auf eine spätere 
(Gelegenheit zu verschieben. Ich bemerke nur noch, dafs ein wichtiges Hülfs- 
mittel zur Ableitung neuer Formeln aus den schon gefundenen darin besteht, 
dals man einen der vorkommenden Variabeln unendlich klein setzt und auf 
beiden Seiten nach dessen steigenden Potenzen entwickelt, um die Coöfficien- 
ten derselben Potenzen einander gleich zu setzen. Auch mache ich noch auf 
den wichtigen Umstand aufmerksam, dafs die Reihe für (1,.r) nur einen con- 
stanten Zuwachs erhält und die für (2,x) sich gar nicht ändert, wenn man 
in « —= em--/>n blofs die Werthe von »» unter einander und blofs die Werthe 
von n unter einander permutirt. ohne jedoch die Werthe von »n mit denen 
von 2 irgend wie zu verwechseln; hierdurch wird es möglich, bei den obigen 
Betrachtungen auch solche rationale Functionen einzuführen, bei welchen der 
Grad des Nenners den des Zählers nur um 2 Einheiten übertrifft. 


6. 


Es scheint hier der passende Ort zur Behandlung desjenigen Pro- 
blems zu sein, welches am Schlusse von $. 3. in Anregung gebracht worden 
ist. Wenn man auch nicht durch die beiden Formen Am’ un’ und vm’-on 
alle Combinationen von zwei ganzen Zahlen »n, n darstellen kann, sobald die 
Determinante Ao—ur==e von +1 verschieden ist. so kann man dies doch 
durch den Complex von & (+: je nachdem & positiv oder negativ) Systemen 
von der Form Am’ — un’ 0, vm'’+on'--ı erreichen, welche sich unter ein- 
ander durch verschiedene Combinationen o, 7 unterscheiden und in deren jedem 
m und zn alle ganzen Werthe von —x bis so durchlaufen. Für o müssen 
nach und nach alle Glieder eines vollständigen Restensystems mod. 3 gesetz! 
werden. wenn % der gröfste positive gemeinschaftliche Theiler der beiden 
ganzen Coöfficienten A und « ist, und für r alle Glieder eines vollständigen 


+E . a ur 1 
Restensystems mod. - — Y, wo # so wie # positiv ist. In der That stellt 


,m'--un' alle ganzen Zahlen dar, welche durch 4 theilbar sind, aber nur 
diese. und da jede ganze Zahl einem und nur einem Gliede eines vollstän- 
digen Restensystems mod. congruent ist, so wird die Gesammtheit der Aus- 
drücke Am’-- un’ --o, wenn o nach und nach alle Glieder eines solchen Re- 





11. Eisenstein, genuue Untersuch.d. ell. unendl.Doppelprod. u. Doppelreihen. 231 


stensystems durchläuft, wirklich alle ganzen Zahlen ohne Ausnahme darstellen: 
auch ist jede nur durch einen dieser % Ausdrücke darstellbar. Es sei m» eine 
gegebene Zahl und man setze m—Am'+ um’-- 0; es sei ferner m’ und n’ irgend 
ein System von ganzen Werthen von m’ und n’, welches dieser Gleichung 
genügt; dann sind alle derselben genügenden Systeme durch die Formeln 


4 
m — m —k, n' — n,+kz 


gegeben, wo % alle ganzen Werthe haben kann. Der Ausdruck vm' - on - ı 
wird durch Substitution dieser Werthe 


)o— uv 
I ! ee Pi 3 m ! 
vm,- on, + k —— +tr=vm-+on, +kh9--1, 


I 


und es ist klar, dafs immer ein und nur ein Werth von r aus einem voll- 


‘und dann immer ein und nur ein zugehöriger 


ständigen Restensysteme mod. 9 
ganzer Werth von % existirt, für welchen dieser Ausdruck irgend einer gan- 
zen Zahl n gleich wird, während »r unverändert bleibt. Zugleich sieht man. 


dafs, um zu jedem »n alle ganzen Werthe von n zu erschöpfen. 7 wirklich 


+8 





alle Glieder des vollständigen Restensystems mod. 9’ — > durchlaufen mufs, 
Q 
Es ist somit bewiesen, dafs die beiden Ausdrücke 
m — Am --un-+o und n —= vm--on-.ı 


wirklich alle Combinationen von zwei ganzen Zahlen nm, n und jede Combi- 
nation nur einmal darstellen, wenn man in ihnen o und r unabhängig von ein- 
ander, ersteres ein vollständiges Restensystem mod. 9, letzteres ein vollständiges 
Restensystem mod. 9’, und m’ und n’, ebenfalls unabhängig von einander und 
unabhängig von 0 und 7, alle ganzen Werthe von — x bis » durchlaufen 
läfst; und man kann diese Substitution für m und n als eine Eintheilung aller 
Combinationen zn, n in eine Anzahl 99’ — + e Partialgruppen betrachten, welche 
sich unter einander durch die Werthe von o und ? unterscheiden. in deren 
jeder aber o und z einen stehenden Werth haben, während m’ und n’ alle 
veanzen Werthe durchlaufen. 
Führt man wirklich die hiernach satthafte Transformation der Indices 
m DD Am--un--o0, nn vm-+on-ı 

in die Reihen (g,y) und in das unendliche Doppelproduct f(&,y) ein. so 
erhält man 

am-+Pn+y an am--P'n--y', wo 


4 / 


a = dkatvp, P= wo+oß und y = yHtoa- vPß, 
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und wenn man daher jedesmal alle Glieder, für welche « und denselben 
Werth behalten, zu einer Partialreihe oder einem Partialproducte zusammenfafst, 
so erhält man nach den Principien in $. 3. die folgenden Transformationsformeln: 
(4A) 72 IStgyteasf)= (HNTVHY): 
(B) Pfi@,y+oa+ıB) = een Werne pa,y), 
wo die durch lateinische Leitern ausgedrückten Summen- und Productenzeichen 
NS und P eine endliche Sunme, resp. ein endliches Product von &*) Termen 
bezeichnen, und sich über alle e Combinationen o, 7 erstrecken; durch (g,y)' 
und f" wird ferner angezeigt, was aus (9,7) resp. f wird, wenn man «w«, 
927° setzt, und alles Ubrige ungeändert läfst. Ich werde sagen, dafs diese 


Transformationsformeln dem linearen Systeme ( 5 und der Determinante : 
ıN 
zugordnet seien. 


Da o irgend ein beliebiges Restensystem mod. 9, und 7 irgend ein be- 
liebiges Restensystem mod. 9 durchlaufen kann, so will ich, ehe ich zu der 
Bestimmung von V übergehe, zuvor die Modificationen untersuchen. welche 
die endliche Summe auf der linken Seite von (A.) erleidet, wenn man von 
einem Restensysteme sowohl mod. 9 als mod. 9 zu andern übergeht. Wenn 
y—1 ist, so erlangt jene Summe durch diesen Übergang einen constanten, 
von y unabhängigen Zuwachs und bleibt folglich für gröfsere Werthe von 9 
ungeändert. In der That seien o, und o, die allgemeinen Glieder zweier ver- 
schiedenen Restensysteme (mod. 9) und r,, r, die allgemeinen Glieder zweier 
verschiedenen Restensysteme (mod. 9); es werden sich demnach die Zahlen 
o, mit denen o, und die Zahlen r, mit denen 7, zu zweien zusammenstellen 
lassen. deren Differenz durch # resp. 9’ theilbar ist. Betrachtet man einer- 
seits die Reihe der & Gröfsen o,@-—-r,?, andrerseits die Reihe der e Gröfsen 
%0@--7,/, so behaupte ich. dafs jedes Glied in der einen Reihe eines und 
nur eines in der andern findet, welches sich von ihm um einen Ausdruck von 


der Form Ak«'--15’ unterscheidet, wo k und Z! ganze Zahlen sind; denn so- 
bald wirklich 


(ec) na+nß—(9e+rTP) = ka +1 — (kAk-+ul)e+(vk-eol)P? 
werden soll, so hat man nur — 0, —4k- ul, u —r =rk-ol zu setzen: 
die Möglichkeit dieser beiden Gleichungen ist schon oben untersucht; es mufs 





*) Es sei hier ein für allemal bemerkt, dafs, wenn der Kürze wegen eine negalive 
Zahl als Anzahl eingeführt wird, stets ihr absoluter Werth zu verstehen ist. 
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zunächst 0, = 0, (mod.:%) sein, und unter den unendlich vielen Paaren 4, /, 
welche unter dieser Voraussetzung der ersten Gleichung genügen, findet sich 
eins. welches auch die zweite erfüllt. wenn man nur 7, —r, durch eine pas- 
sende Congruenz mod. 9’ bestimmt. Nach $. 3. ist nun jedesmal, so oft die 
Gleichung (e.) erfüllt ist, auch 


(d.) (1.7-+-9a+-nP)—(1,y- 50-+1mß) : - 


) 


d.h. diese Differenz wird gefunden, wenn man die Differenz zwischen 0,0 -—- 1, 
2 28 ee 20' ni . Bu 
und o,0-;- 7,3 auf die Form ka’ --1/5 bringt und —;— mit dem Coäfficienten 


von 5 in jener Form multiplieirt. Die Differenz zwischen den beiden Summen 
(e.) Ss1. 4-00 - 9) — S(1.y+-oa-+rnßP) asia D, 

wird folglich gefunden, wenn man von der Summe aller < Ausdrücke von der 

Form 5,@--r,/ die Summe aller &< Ausdrücke von der Form o,@-- 1,5 ab- 


zieht. die Differenz auf die Form Keo'- LP’ bringt. wo K die Summe aller 


yebai 


k und Z die Summe aller ! in (e.) ist, und dann D= „ selzt. Nun 
ist 10, — 0,)0 +-(%—1T,)P} — ! (9, —0,)0- 42/7, —1r,):5; denn wenn 


man in einem Ausdrucke wie o@-- 7/5 jeden Wertli von o mit jedem Werthe 
von r combinirt, so erhält man zunächst für jeden stehenden Werth von r, 
durch Addition über alle Werthe von o, deren Anzahl = ist, Do-@-- 1-7 
und hieraus, wiederum durch Addition über alle «, deren Anzahl 9’ ist. 
Y I0-@--$81-9. Da nun ferner ee —= ge —vP, 89 — — ua --4ß" ist. 


und der eben gefundene Ausdruck deshalb und wegen 99° — +: auf die Form 





y y 
36 | 


» x y y 

IR a rei u 1 

+1 894 ep = + (07 ur) v— r)Pı 
oebracht werden kann. so erhält man endlich 


y’ er = , BAT 
K 2 +( an BE — AL), 

















Fr 
er +(—v &(0,—6,) |, nun Bann 1 
ver 10% LT: u r 
wo + das Vorzeichen von & ist; und da d’ = --d oder = — 6, je nachdem 


: positiv oder negaliv ist, so ergiebt sich 


Eu 2(0,—0,) , .„ Z(t,—t,)\ ?2ni 
(f.) D Ö (—: 3 mh gi ): u_. 


@ 
Hiernach ist die Bestimmung von V in (A.) sehr leicht. da man schon 
weils. dafs V (1.7) von der linearen Form « — by ist und dafs dann V (2,7) = b 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 31 
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und alle folgenden V (3,7) u.s.w. =0 sind. Selzt man in (A.) g=1 und 
überall yon y--«', so bleibt links Alles ungeändert, weil « eögentlicher Modul 


der Periodieität für die Function (1,7) ist; rechts erhält (1,7) den Zuwachs 

‚2vıı . . x - . 

0 Z-——- „ wie zu schen. wenn man «' in der Form A«@--v/ schreibt. Man 
10 


erhält folglich durch Subtraction der ursprünglichen Formel von der neuen: 





2vrı | 
- _ ; & f Frau: |b n\\ —— ( cha PR 
() —— ) ger - ta —b(5 | 10 /$ ‚a bt, 
mithin 
‚2vnai 
g. b — 0) ’ 
(9-) _— 
Selzt man ferner yo —y in (A.) für g=1, und addirt die hieraus ent- 
stehende Formel zu (A.), indem man erwägt, dafs 
(1,—y-+oe--P) = —(1,y—oe—rß) und (1,—y) = — (1,7) 
ist. so erhält man 
S(1.7+-00.-19)— S(1,y—oa—ıp) = a—by-a+by = 2a. 
Da nun — © eben so wohl ein vollständiges Restensystem (mod. 9) wie 0, und 


— ı eben so ein vollständiges Restensystem (mod. 9) wie 7 repräsentirt, so 
ist die so eben hingeschriebene Differenz S— S von der Form D, und man 


erhält folglich nach (f.) 
(Ah.) ww 











n So , ,„ ZtT\ 2ni 
( YV — —t / . . 

4 7 1?’ a' 
Wenn & uneerade ist. kann man immer die o und die 7 auf unendlich viele 


Arten so annehmen. dafs Zoo —0. Er=0, also auch «==0 ist. Ubrieens 
= 


S’ y 
1-6 ın® ’ 
ist klar, dafs 2 und ar stels ganze Zahlen sein werden. 
U q 5 


ich kann nur noch in aller Kürze folgende Bemerkungen zu dieser 
Theorie der Transformation hinzufügen. Der Zusammensetzung der linearen 
Systeme entspricht die Zusammensetzung der Transformationen, welche ihnen 
zugeordnet sind: alle zur Determinante & gehörigen unendlich vielen linearen 
Systeme lassen sich aus einer endlichen Anzahl reducirter Systeme von der Form 


3, 0 
Br 


wo S jede ganze Zahl —_ O0 und <% sein kann, durch Zusammensetzung der 
letztern mit Systemen, deren Determinante —1 ist, ableiten; die Anzahl der 


edueirten Systeme ist gleich der Factorensumme der Zahl &; eben so grols 
ist die Anzahl der wesentlich verschiedenen Transformationen für die Deter- 
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minante &, d.h. derjenigen, welche nicht aus einander durch Transformalionen 
abgeleitet werden können, welche zur Determinante 1 gehören. Ist die De- 
terminante & ein Quadrat. so tritt das System 


VE, ) 
0, y® 
als das einfachste vor den andern heraus und liefert die Multiplication. Kehr!t 


. . . « 3. u r . . v .. prg® . 
man irgend ein lineares System (5 2 um, und multiplieirt alle Coöffieienten 
J 
x . i .. I, ui 
des umgekehrten Systems mil &, so erhält man ( 2 u und selzt man 


aa | 4 « €, 0 
dieses und das ursprüngliche zusammen, so erhält man das System > ): Aul 
kur fr . & 


diese Weise erklärt sich die Zusamenselzung der Multipliealion aus zwei reci- 
proken Transformationen, welche Jacobi besonders hervorgehoben hat. Man 
kann solche Systeme, welche durch Zusammensetzung mil Systemen mit der 
Determinante 1 (Einheiten unter den Systemen) aus einander hervorgehen. 
äquivalente Systeme nennen. Setzt man dieselben Systeme in verschiedener 
Ordnung zusammen und gestattet sich dabei. für jedes System beliebig ein ihm 
äquivalentes zu setzen, so entspringen Systeme, welche zwar verschieden sind. 
aber stets einander äquivalent gemacht werden können; und die ihnen zuge- 
ordneten Transformationen sind nicht wesentlich von einander verschieden. 
Auch hier, bei der allgemeinen Transformation, ist der Fall von beson- 
derem Interesse, welchen ich schon in $. 3. für &==+1 betrachtet habe, wenn 
nämlich die Proportion @:% —=«':/9' Statt findet. Dieser Fall liefert diejenigen 
Transformationen, welche man die Scale der complexen Multiplicationen nen- 
nen kann; man findet hier für » und ® dieselben quadratischen Gleichungen. 
wie in $.3., nur kann hier ® desto mehr Werthe haben, je gröfser & ist. 
Da. wenn man die dortige Bezeichnung beibehält, 
I= (k-o) —4e 
negativ sein mufs, so mufs & nothwendig positiv sein und 4--o kann dann 
alle positiven und negaliven Werthe erhalten, welche, abgesehen vom Zeichen. 
-2ye sind; zu jedem posliven Werthe von & gehören also eine endliche 
Anzahl von Werthen von ./ und eine endliche Anzahl zugehöriger Werthe von 


„+o+v4 a | 
d— SEEN, wo übrigens 4--0 == 4 (mod. 2) ist. Man kann aber auch die 


Transformationen nach den Werthen von 4 ordnen. und zu jedem 41 von 


der Form An oder An--1 gehören dann unendlich viele in der so eben hin- 
31 * 
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oeschriebenen Form enthaltene Werthe von ® und unendlich viele Werthe von 
er 2 


= WW. 
2 2 
Als Beispiel, jedoch aus einem elwas andern Gesichtspuncte betrachtet. werde 
ich die Werthe 4 


Wenn man @==1 und / einer imaginären dritten oder vierten Wurzel 
Ai , A 


& 








3 und == —4 nehmen. 





2 f 2 
durchläuft wo» == am-- 5n alle complexen ganzen Zahlen, welche aus dritten 
und resp. vierten Wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind. und man hat die- 
jenigen Funelionen, welche am Schlusse von $. 3. besonders hervorgehoben 
wurden. Es bedeute in der That wo die Totalität aller ganzen complexen Zahlen 
(aus dritten oder vierlen Wurzeln der Einheit) und % eine bestimmte ganze 
complexe Zahl, ferner z ein vollständiges complexwes Restensystem (mod. A). 
d.h. eine Reihe von N(k)— M(k)' ganzen complexen Zahlen, welche unter 
einander incongruent sind und deren einer und nur einer jede complexe Zahl 
(mod. 4) congruent ist: dann repräsentirt der Ausdruck 


der Einheit gleich setzt. also % =? oder 5 — 


kw--z, 
eben so wohl als «= selbst, die Totalität aller ganzen complexen Zahlen, und 
man kann folglich in den Doppelsummen, so wie in dem unendlichen Doppel- 
product, für diesen Fall » & Aw--xz setzen; wodurch nach den verschiedenen 
Werthen von z, die Summen in N(k) Partialsummen und das Product in N (A) 
Partialproducte zerfallen. Durch die Substitution o n kw-:-z wird 


I | 7 f © or 1 7 > 
w--kynkw--ky- z— k(w- yv- ). w--ky) 4 ke(w- Y- 2) a 





Br? k 
I 2 Bi n1— br folelich 
why z lolg 
w+r7T7T, 
I. ı & a a ad 2 
(hy) ;5(9 a —): fkz,ky)»P,f(w,7+ rY, 


Es sei hiernach 
| a | % /- ! 
z 


und man setze in dieser Gleichung 7oy--1; die linke Seite bleibt hierbei 
unverändert, die rechte erhält, da d—= —1 ist*), den Zuwachs — hr? — bh, 





[9] 
\J r . « .. ” . * * # . 
*) 0 hat das enigegengesetzie Zeichen des Coefficienlen von € in 2 ‚ und dieser 


Coöfficient ist hier = I, wenn es sich um die lemniscatischen, und = 4y3, wenn es sich 
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wenn A der Coöfficient von ? und resp. von r in k ist; ınan erhält demnach 
kb—=—?hnt. Setzt man ferner in der obigen Gleichung yon —y, bedenkt 


» . ı & , er. 
dafs allgemein (1, TE — —(1,7— 4), (1,—ky)=— (1,%ky) ist und 





dafs jede Zahl aus der Reihe —x eine und nur eine ihr congrnente (mod. A) 
in der Reihe x findet, so erhält man durch Addition der aus der Substitution 
y9P —y entspringenden zu der mupugiehen Gleichung: ka—= — 2 Hat, wo H 


Sı . . I“ 
der Coöfficient von 2 und resp. r in 2, ist. Wenn 4 nicht durch 1-7 und resp. 
v 


durch 1— r oder 2 theilbar ist, so kann man das Restensystem so annehmen, dal: 
immer gleichzeitig die vier Glieder +z, +2, resp. die sechs Glieder +, tr. 
+r’z vorkommen; dann ist nicht blofs H = 0 und «= 0, sondern man hat 
auch diejenige Darstellung des Restensystems, welche in der Theorie der Reste 
der vierten und sechsten Potenzen von besonderer Wichtigkeit ist. Wenn 
—1--2 resp. =1—r ist, so kann man das Restensystem durch die beiden 
W ’erihe zu 0,1 und resp. durch die drei Werthe z==0,+1 darstellen. 
Nachdem auf diese Weise V für die hier angewandte Substitution be- 
stimmt ist, erhält man nach den Prineipien von $. 3.: 


(d { 1 ı 4 2rı Sx ‘ . \ 
er an dsl De 





k 
(2, hy) = 5S(a7 +) cM, 
(,ky) = 8(9; 2) wenn 9 >? 


(D.) logf(ka,ky) 
Slogf(&, 742) ri (F)- 2aieckikz|-—aicch)ka‘; 


wo das Zeichen S sich auf alle Werthe von z, die ein vollständiges Resten- 
system mod. A erschöpfen, erstreckt, und wo der Kürze wegen durch & der 
Coöfficient von 2 und resp. von r in einer ganzen complexen Zahl aus vierten 
und resp. aus dritten Wurzeln der Einheit angedeutet wird, so dafs z. B. 


ER +39)=I, Cld+5ärn)=5, CHd=1l, CK-)= —I. Er) —1. 
e(r) = &(—1—r) = —1 ist. 





um die mit den dritten Wurzeln der Einheit zusammenhangenden Funclionen handelt, ist 
also in beiden Fällen positiv; hätte man = m— ni oder w=m—nr, w=m-+tnr 
geselzt, so würde d= +1 sein. 
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Noch will ich die Multiplicationsformeln , welche sich auf den complexen 
Wultiplicator A beziehen, für die am Schlusse von $. 4. eingeführte Function 





p(z ı—7f\2, 7)},=, aufstellen. In dieser Function ist ebenfalls entwe- 
. —1-+1y3 
ir 2, A ea. Bere T zu setzen. Ich werde 


diese Untersuchung mit einiger Ausführlichkeit anstellen, da auf ihr die im 
folgenden Paragraphen zu machenden arithmetischen Anwendungen beruhen. 


Nach (D.) hat man 
. “ Tr i me. 

(0) fikz,ky) = e' Pf(z,,-+ r): 

wo 7 2a 





)— Eh).ky\n  niCclh).kar. 


Giebt man in dieser Formel («.) z aufser seinen übrigen N(k)—1 Werthen. 
deren Inbegriff durch 7’ bezeichnet wird. auch den Werth Null, zieht aus dem 
Producte rechts den Faclor ie, y) heraus, multiplieirt die Formel auf beiden 
Seiten mit — Ay und selzt dann 7==0 (wobei zu bemerken, dafs —kyf(ka, ky) 
in (kr) und —yf(x,y) in g(x) übergeht), so erhält man 


> a 0 2 ee 4 
(7) gylkz) = et.ky(a)i f(x, —). 


2° 4) 


f 
Nun ist f\ 7 2 und wenn man noch. was erlaubt ist. Zo —z 





setz. so ergiebt sich 
ec x 
” Y Uk RE Bob. u F 
(Y:) Fi k2) == #4 kPy(a -):Py(—): 
7 | u, a4 
wo Ä nialte),_ ist. 
h ‚ 
Man nehme irgend eine reelle ganze Zahl /, von der wir zunächst nur 
voraussetzen, dafs sie nicht durch % oder vielmehr durch N(%) theilbar sein 


soll: später wird diese reelle ganze Zahl 2 noch anderen Beschränkungen unter- 
worfen werden. Selzt man in (y.) ewntx und zwuntz, zZwtz, so wird 


vr. j (15% BE  ; r i 
Ust"U; denn da ? reell ist, so ist sl )=te(), und führt man die 





neue Function #F'(x) = g(tx) ein, so wird y(kz)w y(ktz) = Fke). 


m (x+- -) ng (tx =) —y (2 v- ). f ca nDY (7) = — (= ). folglich 


erhält man 


(9) Eike) = e*Vk-PF(x+-): PF (7) 
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Es wird sich bald der Nutzen der Einführung der beliebieen reellen ganzen 
Zahl £ zeigen. 

Es sei ! eine andere complexe ganze Zahl, welche zu % relative Prim- 
zahl ist; es seiA das allgemeine Glied eines vollständigen Restensystems (mod. ?). 
welches die Null enthält, und 4 das allgemeine Glied eines reducirten Resten- 
systems (mod. 7), d.h. es repräsenlire 4 diejenige Reihe von N 7) — I Zahlen. 
welche verbleiben, wenn man von den N(?) Zahlen A die Null ausschliefst. 


Setzt man in (y.) eo c- 7 und multiplieirt über die N(?) Werthe von A. 


so erhält man 


P,p(ka+) = erkWP,P.p(a+++:): Pe E) - 


N 4 PER u 
wo ei ist. Nun ist. wenn 
v 
man die Formel (z.) auf die complexe Zahl Z/ anwendet, indem man zugleich 
enkz setzt und das Restensystem (mod. ) durch %4 repräsentirt: 


p(klx) - eIP,y(kr-- =y P.y er Pr 
kS 





wo V'— 22 c( ka — niet) IR x: 


folglich erhält man durch ae 
2 


P,P,y (+ -- E) 


P, p I, P, Yf 2 


Vertauscht man hier % und / mit einander, also auch 2 und 4 mit einander. 


v'+SU, IND 





y(kix) — e 


dividirt die hieraus hervorgehende Formel durch die ursprüngliche und setz 
nach geschehener Division x, welches sodann nur noch in der Exponential- 


srölse vorkommt, —=0, so erhält man 

N(k) lz ya 
(e.) a a I .) P.y( “) — I PO P,p(E P.y( Fr): 
wo 


SU, = 2i ce (F)S(T)-icmks(H). 
SV, = 22ic(F)Ss(H)-ieWıs(k) is. 


Für die Anwendungen, welche ich im Auge habe, reicht es hin. in der Theorie 





der complexen Zahlen aus viertöen Wurzeln der Einheit für # eine nicht durch 
1--2, und in der Theorie der complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Ein- 








240 11. Eisenstein, genaue Untersuch. d. ell. unendl.Doppelprod. u. Doppelreihen. 


heit. für 4 eine weder durch 1—r, noch durch 2 theilbare Zahl anzunehmen: 
in diesem Falle kann man das Restensystem z’, wie schon bemerkt. so an- 
nehmen, dafs es in vier, resp. sechs Theile zerfällt, welche aus einander durch 
Multiplieation mit complexen Einheiten entstehen, d.h. dafs die Reihen, deren 
allgemeine Glieder +, +2?z, resp. +%, +rz, +r’z sind, mit der Reihe zu- 
sammenfallen, deren allgemeines Glied z ist. Unter dieser Voraussetzung wird 
Sz=—=( und Sz == 0, und dadurch vereinfachen sich die Ausdrücke SU, und 


x r . \ r eref Y A? e . Y . 
SV,. indem SU, —=- -niECh)kS(T,) und SV,==0 wird. Setzt man jetzt, 
u j ' 
um die Function F in (e.) einzuführen. zo fz, so wird y (£) L F(7). 
D) ı 
la‘ f Iz' | . 
pi e) DH (7). also erhält man 


( €.) el AND-1 IR (EV PF ©) no mo-p,F(£ "Op, 4 Er 


1x h . . ) 
Dem Producle P,F (—-) muls man eine einfachere Form geben. Es sei 
v 


gerade. Diese Annahme hindert nicht, nach dem was wir über die complexe 

Zahl A Testeeselzt haben. dafs / zu k relalive Primzahl sei. 77’ durchläuft 

ebenso wie z' ein reduecirles Restensystem (mod. %) und jede Zahl in der Reihe. 

deren allgemeines Glied /z ist, findet ihre congruente in der Reihe. deren 

allgemeines Glied z ist; jenes Produet läfst sich daher sehr einfach auf das 
u 

Produe! P,F(T) zurückführen. Nach (AI.) in $. 4. hat man allgemein 


R h°$+2hx 





—— ni 
piatgethß) = (-Ite * 

Wenn daher «—1. ==? oder —r und { gerade ist, so hat man 
pylz+ig+thß) = eG), 


also 


©) Fir+g+hß) = ein), 


wo w von I! unabhängig ist. Hiernach findet sich 
afeN\ sem el?\, 
P,F(Z)= e P.F(4): 


wo ebenfalls w von / unabhängig ist; was wir für die folgenden Anwendun- 
gen nur zu wissen brauchen. Der Werth selbst von w ist leicht anzugeben; zieht 


N 21: ME  ; h re 
man nämlich von jedem Gliede der Reihe 7, das ihm entsprechende der Reihe T 


v {} 


ab. welches eine Differenz von der Form g--Ah? giebt, wo g und A reelle 


oanze Zahlen sind. und bezeichnet durch 4 das allgemeine Glied der Coefficien- 
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ten von 5 (=? resp. —=r) in diesen Differenzen, so hat man 

w — — (SA. +2Sh-e)ne. 
Durch w werde ich hier immer einen Ausdruck bezeichnen, um dessen Werth 
wir uns nicht weiter bekümmern, als dafs wir uns überzeugen, er sei von / 
unabhängig. Hiernach wird aus (e.): 


ET SU ' 77] z' N) N k 1 Y z' vo—i kA 
() EG KO P,g (7) — {No-1P ,F (7) P. (7). 


r . . EP nd » kAN 
Endlich kann man diese Formel noch dadurch vereinfachen, dafs man P,,y T) 


' 
auf P. +(F) zurückführt. Man bezeichne das allgemeine Glied der Differenzen. 


welche man erhält, wenn man von jedem Gliede der Reihe 4 das ihm con- 
oruente aus der Reihe # abzieht, durch /(g--AP), so giebt (XL) $. 4.: 


j — !Sh’3128 hir ni s 
P.y 2) == (— 1)’ +°% E {sh + s( l ); P. g (>) r G-P..y + } 
folelich 


Bi, PN j AN AM-—I i yINND-1 
(7.) e?'o er kN . 7. p (7) 22 G va . P, F(7) . 
D 


ey] 
Um hieraus den Werth des Products P,.F(.) zu finden, auf welchen Alles 


ankommt, setze man statt Z die speciellen Werthe 1--2, 1—r und 2, letztere 
Zahl 2 als complexe Primzahl aus dritten Wurzeln der Einheit betrachtet. Wenn 
{—=1--?, so hat 4’ nur den einen Werth # —=1, und da k=1 (mod. 1-2) ist. 


. te a y:  a+bi—i a+b—1 
so erhält man, wenn k= 4--b? geselzt wird, 9-+ h?= x A POWER... > „int. 


1+i 2 
Be SEE A 1).+"—(—1)?. Der Ex t der Exponentialgröfse i 
= —;—, also (—17?""==(—1)’. Der Exponent der Exponentialgröfse in 








G wird — Wi 2 Ei 2 — — {Wi (1—2)h)n; der imaginäre Bestandtheil 


dieses Exponenten ist —Arı?, und wenn man seinen reellen Theil wegläfst, so 
läfst man von @ einen reellen und positiven Factor weg, den ich mit p be- 


zeichne. Man erhält folglich 
a+b—1 


G = py(—1y ter — p(—1)8+* ns y(—1) 2 


Ferner ist 











. . ER 7 . 
SU, == — niclh)k-z =-; -b(a-+bi). 
’ an ie ’ b’ni 
und der imaginäre Bestandtheil hiervon ist — 5, also 
_ bini 
e’ To ame pe 2 une DB (— 2)". 





Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 3. 32 
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Nimmt man d gerade an, so wird #’==:0 (mod.4), e'"—y, und setzt man 
noch «-- 5.1 (mod. 4), so dafs & primär ist, in dem Sinne von Gaufs, so 
wird auch @==p, und nach (7).) hat man also für einen primären Werth 


von k, da N D)—=2 ist: 
Y x - 1 NO)—1 o + 
(I. ) P.HE E ) a0 yv er! heı (-—-) fi de BIER 
E F 1: ’ 


Für =1—r, X(l)=3 hat 4° die beiden Werthe +1. Man kann 
immer annehmen, dals k 1 (mod. 1—r); denn eine der beiden Zahlen 
+k genügt sicher dieser Bedingung; dann ist kA’ ==4' (mod. 1— r), nämlich 
+Ak +1 (mod.1—r); g und 4 haben zwei einander entgegengesetzte Werthe. 
so dals Sy=0, SA=0. Der Exponent der in @ vorkommenden Expo- 
nenlialeröfse. welchen ich durch 99” bezeichnen will, ist 


W= —ailser+2s(). 


I—ır 





Selzi man A—1=(1—r)(g--Ar), so durchläuft #° in der Summe die beiden 
Werthe 4, A’, und 44 die beiden Werthe 4, 4, weil 7 =--1, -— 4 und 


! 


,» == —1. —Ah entspricht. Erlaubt man sich nun. im Exponenten beliebig alle 


reellen Bestandtheile wegzulassen, so kommt W’ — — ni{— R’--2A}, weil der 
> 


reelle Bestandtheil von z, = — 1, der von —, —1f ist und in der Parenihese 
2 To 


die imaginären Theile weggelassen werden können. Läfst man auch die ganzen 





Vielfachen von 212 weg, so komm W —Wre=hnt, also @—= p(—1)}: 


und setzt man k = a-br, so ist g-Ar = L(a—1--br)(1—r), also 
39 = 2a —b—2, 3h=-a--b—1 und @ = y(—1)"'”. Dasselbe findet man. 
| . er ni, RU 
wenn A == —1 (mod. 1—r). Ferner ist SU, = —-b(ar'--b), und der ima- 
oinä Bu T} 1 ° Mr ° ti 9) . . ]j SU, 2 s BuzUCH b). ana . ER 
einäre Theil hiervon ist „br —u), folglich e "—=p(—1)"r ; vereinigt 


man ad mit a+-b—1 in @ zu (a—1)(d—1), welches gerade ist, da nicht 


a und 5 beide gerade sein sollen. so erhält man 


yiN?2 ’ VeAa)-A 
9) P F(Z) ser’ pbka+b) RP, ( u ) — A—_p,o-i 
x zit ee ”Y% | J 


1—r 





Wenn endlich /=2 gesetzt wird und die ähnlichen Berechnungen gemacht wer- 
den, so erhält man eine Formel zur Bestimmung der dritten Potenz des in (4. ) 
zur Linken befindlichen Produets, und wenn man diese durch (J,.) dividirt, so 
erhält man die erste Potenz jenes Products für den Fall der aus dritten Wur- 


zeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen. 
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Diese Untersuchungen gewinnen auf nachstehende Art eine noch grö- 
[sere Übersichtlichkeit, und man sieht zugleich, dafs zur vollständigen Darstellung 
der in den folgenden Paragraphen gegebenen Beweise der Reeiproeilälsgesetze 
für die Reste der vierten und sechsten Potenzen nur eine geringe Zahl von 
Betrachtungen erforderlich ist. 

Wenn @e=1, =? oder =r, also d = —1, und w die Totalitäl 
aller complexen ganzen Zahlen von der Form »2-;-n,? darstelli, und wenn fer- 
ner k eine ganze complexe Zahl «--5/, z ein vollständiges, z’ ein redueirtes 
complexes Restensystem mod. k ist, so stellt Aw--z ebenfalls die Totalitäl 
aller complexen ganzen Zahlen dar und es kann statt w» in das unendliche 
Doppelproduet f(x,y) gesetzt werden, wodurch dasselbe in ein Produet von 


N(Ak) Doppelproducten fl. Mai zerfäll. Die Modification von logf(x,y) 
r pl | k k u / 


ist = — V(1,)e—3V(2,y)z; V(2,y) ist gleich dem Coöfficienten von y 
in vV (1,7) mit entgegengesetztem Zeichen genommen, und V (1,7), dessen 
lineare Form in Bezug auf 7 man schon kennt, findet sich, wenn man in 


\ 


. Y 1 - x I o—-, f 
die Formel Pr s(1, 2) —(1,y)+V(,y) werstyoy-k, danyw —y 
v v 
setzt und die uneieentliche Periodicität von (1,7) berücksichtigt, nach welcher 
es) Tu FR 5") 


'1.y--g--AP)=(1,y)—2hnte ist. Man findet auf diese Weise 
du I | Pr» ! 








— same une | pP ns ze Ari ad 
vd, = —#(es(E) Ei y); Vai am ZUM 
TEE k; B> k Di )} ) ( / ’ IR Ö ) 
> , 2 ri er 4 m ] a (2) 
\/ Pr Ar _ N _ —— FE’; Dh [8 eo F- 
Ylogf(&,y) = Pr ((£s j; Gh y)& -46Kk-.a ). 
x y-+x > \ % . PEN 
d ün ._ Vlosft( ’ ) Ar 4 a — Vlogft „A )f/ je » “ar 
P.f(z: )= ei@nfe,y), P,f(oy- 5) a "Tfkau,ky). 


Multiplieirt man letztere Gleichung auf beiden Seiten mit — 47, stellt die N (A) 
Zahlen x aus der Null und den N(k)—1 Zahlen 2’ zusammen und setzt zuletzt „—0 
und 20 —.r, indem man die aus der Definition der unendlichen Doppelproducte von 


DC 


. & ’ x 
selbst hervorgehenden Relationen —Yf(z,y)=y(r), re: —) — — 





&) 


—kyfika, ky)= p(kz), y—-r)=—y(t) berücksichtigt, so ergiebt sich: 
% 
k Py(x+ ni 
ge! . 
Bl 
F +) 


wo Vlogf(—k2,0) = 2ri(—- ES(F)r + FElk)-kar). 


(1.) eV !s/t-Ax0) (ka) = 
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Es sei l eine zweite complexe ganze Zahl, welche mit %k keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler hat; A sei ein vollständiges, 4’ ein reducirtes Resten- 
system (mod.?); ferner sei N(k)—=p, N(T)—=g, und man setze der Kürze 
wegen die Producte 


P.g (I = iM), P.gy (> = »i(f), 
P,y (kur | %) = A, PR (ka- ) =, PPy (24 r -n 7) = 


Da die Vielfachen A4, wenn man sie durch den mod. dividirt, ihre 

este, welche sämmtlich verschieden sind, in der Reihe 4’ finden, so sei 

. „} > 2 ” Fi ) u PEN 

kr = (mod!) und AK = um trPl, 
wo 4, unter den 4 befindlich ist, und alle 4, mit allen 4’, wenn auch in an- 
derer Ordnung. zusammenfallen. Auf ähnliche Weise sei, da die Vielfachen 
{z' (mod. Ak) ihre Reste unter den <2’ haben, und diese Reste die sämmtlichen 
x erschöpfen, 

lz' z,(mod.k) und I! = 4-+(w-uPp)k; 
wo alle x, mit allen z’, wenn auch in anderer Ordnung, zusammenfallen. Da 


A k2' Bi; . ’ FE EN 
hiernach 2 2 7 +-r,—-vp ist, so folgt aus der uneigentlichen Periodieität 
der Function g: 


1 


f (kax- +) — ( Ay lr ah » (kx+ =). 


Selzt man für 4 alle seine y Werthe und jedesmal die entsprechenden Werthe 
von A,. v, und v, so kommt, da alle 4, mit allen 4’ zusammenfallen: 








; r Ss ri 
A = ee" "B, we V = 451,+14Sv—4Sr; u ) — Sv.kt. 

| 2 } 
Aus (1.) erhält man, wenn ewoxr- Y gesetzt und über alle Werthe von 4 

multiplieirt wird: 

21. k’ 
eu W A — - 
y(h)' 

wo W ss(*)-Ss(-+ 4 +4 C(k)kS(z- 2 Endlich erhält man aus 
k | l ii 4 a | l i x 


(1.). wenn man kw /, also auch zn 4, z’n4, und aufserdem en kx setzt: 


l 





ei 2u(klx DB, wo Z= — ES (F)kr + IC(U)Ik x, 


wi 
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. A ı nn Iri.r ri 4 h' 
und aus der Verbindung dieser drei Formeln A=e" "B, ee" "A — — Pre 
DR 
u l 
2mı,Z n FE 
und e plz) B folgt 
p(klr) KA: ! # eri-r-W 2) 
C vd) ph)? 


Die linke Seite dieser Gleichung bleibt unverändert, wenn man k mil / ver- 
tauscht; dasselbe mufs also auch rechts der Fall sein. Zunächst müssen daher 
die Coöffieienten von z und &’ in —Y—-W-Z bei der Vertauschune von 
k mit Z unverändert bleiben, was sich auch leicht a posteriori verifieiren läfst. 





Setzt man ferner das constante Glied n -—Y—W--Z, welches von rein 
arithmetischer Form ist, —= [/; A], nämlich 

| % ) „(4 un BR) 
45) = ES(F)-S(Z)-4EM)RS(E)— 487, — 487448773477 


und in ähnlicher Weise 


. S(uz,) 


[k; 1 = Es(F)-S(H-4EWIS(E)—45u,—48u4 483-4 6 


so erhält man durch Vertauschung von A mit /, aus obiger Gleichung: 





g p 
I h 2ri.fl:k) __ h ! erri.tk;]] 


wi) u (k)? Be w(k) wi)" 








.„ also 


RB: 





w (he! va 


Aus dieser Gleichung läfst sich für unendlich viele Werthe von y—1 die 


KIT! ri Zr 
(2.) — erilkDg-mills h 


n) 


v(h) 


aber da die Darstellung von a durch Wurzelgröfsen und namentlich durch 
ı 


solche, deren Wurzel-Exponenten durch 2 oder 3 theilbar sind, für die nach- 
folgende Anwendung gänzlich unbrauchbar ist, so mufs man einen Werth 


von 2 suchen, oder solche Werthe von / combiniren, durch welche die 


finden, wenn man / specielle Werthe giebt: 





(y— 1)te Potenz von 


Darstellung von .- in rationaler und unzweideutiger Form möglich wird 
v 
Wenn 3 ==? ist, so ist 2=1-+2 ein Werth, für welchen unmittelbar g—1=-1 


wird. Wenn #==r ist, so hat man die beiden Werthe /=1—r und /=2, 
für welche —1==2 resp. g—1==3 ist, und man erhält die 2te und die 3te 
Potenz des oft erwähnten Quotienten, und durch deren Combination (Division) 
die erte Potenz jenes Quotienten. 
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Die Ausdrücke [/; A] und [%; 2] vereinfachen sich für specielle Formen, 
die sich den Restensystemen geben lassen. Wenn zunächst mit jedem x 
auch sein enigegengeselzter Werth —z in dem Restensysteme (mod.%k) vor- 
kommt, so ist Sz==0, und da aus 20 —z; won —ıw, un — u folgt, so 
ist auch Su,==0, Su ==0. Wenn ferner für /=r immer gleichzeitig x, 
rz, rz vorkommen, so ist ebenfalls Sz = 0 und auch Sz’==0; und da 
unter dieser Voraussetzung immer drei Werthe von «-+-ur, wie w-+ ur, 
u (U — )r, (U — u) — ur, zusammengehören, deren Summe verschwin- 
del, so ist Su, =0, Su==0. Wenn endlich für ==? immer gleichzeitig die 
vier Werthe +, +?z von z vorkommen, so ist S2=0, S2=—0, Sw=(. 
S«==0. Nimmt man demnach an, das Restensystem mod. %& sei so construirt, 
dafs für ==? immer gleichzeitig die vier associirten Reste +2, +?z und 
für ? == r immer gleichzeitig die sechs associirten Reste +, +rx, +r'xz 
vorkommen. wenn 2 vorkommt, welche Construclionsweise sich beiläufig die 
Kintheilung des Restensystems in seine vier, resp. sechs assocärlen Theile 
nennen lälst. so nehmen [/; A] und [%; 7] folgende einfachere Form an: 


we , 2) 1? | ! 4 2} Ss v) ) 

Il; R] = 4 MRS(T)— 487, — 487-448. 94H TIL, 
1 > I S ’ ) 
Ik;l] = 18W-B- m 


Diese Annahme schlielst die Fälle aus, wenn A durch 1--e, für %==2, und 
wenn A durch 1—r, oder durch 2, für 5==r, theilbar ist. Man bemerke 
(was für das Folgende von besonderer Wichtigkeit ist), dafs in dieser Form 
A; UI nt|Ak;l], wenn zwtx gesetzt wird, wo £ reell und ganz, und nicht 
durch p theilbar ist: denn aus zw fz folgt z,n tz, und, da £ reell angenommen 
wird. eo lu, Enfuw, ur D FÜ uz,, also Se nFSu’ und S(uz)nUS(ux,). 


Ich komme zu der übersichtlichen Darstellung der Berechnung von 
[1-:;%4]. [1I—r; A] und [2;%]. 


Erstens, für f=t, !=1-+tist W—=1, »,- =, also wenn 

k —= u--bi geselzt wird, v, 1 y— en a —+C(h)kS(4) — 

- Lb(a+-bi)- = :#—b-+abi), —4Sr,—1Svr = —ıb, 1Sr’d — Kb—a-1)?:;, 
ICH x = 16a} 1)—1/d—a--1)i, mithin 


1-5] —= 10454401) 4 @ad+b—a+1? — 2 a-+1)) 














11. Eisenstein, genaue Untersuch. d. ell. unendl. Doppelprod. u.Doppelreihen. 247 


Nun ist d—a--1”—2(b—a-1)=(b—a)’—1. also der Coöfficient von 
12, =2ab-- (b— a” —1=« Eu: 7 RA folglich 
1--2;4] = — ("+ b--a— 1) I (p—N:. 
Zweitens, für 9? —=r, I=1—r ist 4 = +1, also zunächst Sy, — 0, 
| e; am | A SvA, . 
Sv—=0, [1-r;k]) = —HıC(k) kS(7;) +-48Srv.r- —y. Nimmt man 


k==1 (mod.1—r) an und setzt 





v— | I a1 \/ 2 /% s F } 
k=ua--br, ru a hr = Ka—1--br)\1—r) = 2a —b—2)-- Ya b—t)r 
so sind v — +Ah die beiden Werthe von v, und 4, =4'— +1 die entsprechenden 
‚ . . . ®. ‘ 1 ) 7 Yy „N ‘ \ A? \ 
Werthe von 4,. Hiernach ist SZ —=2, Sr’ —24, S(vh)—rh, — ıS( 7) 
1 ® a 2, sv 2h Ä 
1; — 1 a 1} \ u — .y l _—— u f 2 x “ . 
= — ———1ir, 1Sv.r—Ählt — — —2A41—r’), also [1—r;4 
(1—r)? 3 ı = nd / 1I—r 3 \ sy | v| 
— 4b(a+-bIr) Wr 3h1—r) = 40 23h Wr (ab — 2h)r si 
(B#_ab-LAh) (13h Lab)r —= 1b" — ab--Ah) — LU --3h— lab) 


I “. 
du WI 


-4(#+-3h— Lab)y—3. Nun ist A 3h— 4 3A’ 1) 4 lab). 
also ist der Coöffieient von Y—3, I, (a -- db’ 3ab 1 — 1 {a — ab W—N! 
-1.(p—1). Der reelle Theil wird 
(© ab) — I \la-+-b—1) Ah, 
weil (@- b—1)— 9% ist. Es ist aber ( u _3ab— p—2a— ?2b--1 
—p—I—6h, und d--ab—= (ab) — — b(3h--1), also wird a reelle 
Theil = 4b — 4(p—1)--bh—Rab--4h--4h. Läfst man die ganze Zahl 
bh—2ab--4h--Ah’ weg, so ändert sich e!'=";"! nicht; man darf daher auch 
blofs [I—r; Ak] = 465 —1(p—1)-—- „s(p—1)y—3 setzen. Wenn % nicht 
durch 2 theilbar ist, so ist auch das Glied — 4(p—1) eine ganze Zahl und kann 
ebenfalls weggelassen werden, so dafs blofs [1— r;%4] = ! VER (pp -Dıy—3 








ist. Die vollständigere Formel gilt aber auch für einen geraden Werth von A. 


Wenn endlich drittens =r, 1—2 seseizt wird und dem 4 die drei 


Werthe 1, r, r’ gegeben werden, so erhält man SA’ —0, ae ehr ; also 
ist blofs [2; A] =4Sv'-r--18(r3,). Es sei k==1 (mod. 2) und ® SERENUIR 7 
a—1 


=; h=}b, so erhält man ferner , =4=1,r, r’ Bi diesen Wer- 


ihen entsprechend, v—=A,9—h, —g, also 4Sv — ’—gh--#A, S(vi,) = 
BER BEER folglich 
[2;4] = 1g-Ah)-IR2g —2gh-+20--2g— hr. 
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- 





Nun ist g+-Ah= ni | ‚2y+2y=rly+N— Il —ı, —2gh—I 








2y+-N)h=—tab, 2h— 406°, also 
2; kl "Pr ee -4(e— ab-b’—1)r = Vussuf 1(p—1): 
Die drei eben gefundenen Werthe 
MH HL a NH Hp Ni, 
Ir; bt slpDyY-3, 
[2; Ak] = #: u +-4(p—1jr, geben 
grliti A] a: u ee] a ae 
erriller:i] _ yd e-Inp-DV3, erril2skl _—_ Be yita +1) „utp—dri 


Selzt man wirklich nach und nach die drei so eben betrachteten Werthe von / 
in die Gleichung (2.), so erhält man 





h .L)2 } l Il ) 1-+: Ve 7 1 . 
‘ A a! 3 Be Be ’ 2nilk;1-+i] ’ "VOR 
(3.) an —s e Fre) e ‚ wenn 5 ==2, und 
d +51 
h ee Io mb „(Anri-inV3yp-1)) 2yv(l—r) PP! ni Ik; 2] Ik; I-r]} 
(A) — = (—1) vr. 5 ei B 
wi(k) (1 -r)ypı2) 


” : k 
wenn 3==r. Wird dieser Werth von —— 


h ' 
- = ———— in (1.) substituirt, und 
Wr 


setzt man. um die Formeln vereinigen zu können, o = "'+?+°-!, wenn B=i, 
ad 
k— a-+bi ist, und o=(—1) °* r, wenn P=r, k=a-br ist, und 


schreibt endlich in (1.) fx statt © und /z stalt z, so erhält man eine Formel 


von foloender Gestalt: 
Ron x : x 
N Br Zu p—1l „wt: r | BAR pl „wit? Lu JB ! 
(BE) Fiks)= ee. Pr (£+7)=ec e @)P,F(c+#); 


wo Fz) = y(tx), c eine rein numerische Constante, welche durch (3.) und 
(4.) und w ein von Z unabhängiger Werth ist, der durch (3.), (4.) und (1.) 
vollständig bestimmt ist, während die den beiden Werthen =? und ?=r 
entsprechenden Werthe der complexen Einheit g so eben hingeschrieben wor- 
den sind. 

Die beiden nachstehenden Formeln, welche als specielle Fälle in dem 
Vorhergehenden enthalten sind, müssen noch, wegen ihrer besondern Wich- 


tickeit für die Anwendung des folgenden Paragraphen, ausdrücklich hervor- 
sehoben werden. Setzt man in die Formel (1.) für k eine complexe Einheit. 
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nz 


welche ich durch e bezeichne, so dafs e—= +1, +2, wenn —,, e—=+1,+r, +r,, 
wenn #=r, so hat z nur den einen Werth Null, die z' sind gar nicht vor- 
handen, und setzt man noch zewfr, so erhält man 

(F) Fler) = ee" Fer), 
wo ebenfalls w von £ unabhängig ist, nämlich w == —n2G&(e)-e x’. welches 
sich nach den verschiedenen Werthen von e entweder auf O oder auf + 3:0 
reducirt. Die letzte Formel, welche wir aufzustellen haben, ist die oben be- 
nutzte, welche mit der Formel (XI.) in $. 4. zusammenfällt und die uneigent- 
liche Periodieilät der Function g ausdrückt. Sie wird, wenn man £ gerade 
annimmt, für die Function #: 

(@.) (z=+k) = e"F(x); 
wo k irgend eine ganze complexe Zahl vorstellt; w hangt von x und von 4 
ab. aber nicht von /#. Wenn also x und y irgend zwei Werthe sind. welche 
sich um eine ganze complexe Zahl von einander unterscheiden. so ist 

(@'.) Fix) = e®"F(y). 
Die Formeln (@.) und (@’.) gelten aber nur in dieser Einfachheit. wenn / 
eine gerade Zahl ist. 


l. 
Arithmetische Anwendungen. 

Diese Anwendungen beruhen, aufser auf den Betrachtungen des vor- 
hergehenden Paragraphen, auf dem folgenden sehr einfachen Lemma. 

„Wenn eine Gleichung von der Form A== Be", in welcher A, B 
„und w von £ unabhängig sind, für alle ganzen reellen Werthe von £ Stall 
„findet, welche durch eine gewisse Reihe von ganzen Zahlen theilbar und durch 
„eine gewisse andere Reihe von Zahlen, die zu 2 und zu 3 relative Prim- 
„zahlen sind, nicht theilbar sind, so ist nothwendig A= B und wi’ —= 0 oder 
„wenigstens ein Vielfaches von 2:72; und wenn in der zweiten Reihe von 
„Zahlen auch die 3 befindlich ist, so kann doch der Quotient von A durch B 
„nur eine dritte Wurzel der Einheit sein.” 


u A em BEZ 

Denn da, wegen ee —=;—Ll, e"' von £ unabhängig ist, und da die 
Beschränkungen, welchen die Werthe von £ unterworfen sind, nicht hindern, 
t gröfser als jede gegebene Gröfse anzunehmen, so mufs zunächst der reelle 


Theil von w verschwinden, weil sonst e”‘ gröfser oder kleiner als jede Gröfse. 


z. B. 2 gemacht werden könnte. Die Bedingungen. welchen £ unterworfen 
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ist, redueiren sich darauf, dafs £ durch eine gegebene ganze Zahl g theilbar 
und durch eine Reihe von ungeraden Primzahlen p, p', .... nicht theilbar 
sein soll; die erste Bedingung reducirt die vorgelegte Gleichung auf eine 
andere von ähnlicher Form, in welcher wo g’w und Z alle ganzen Werthe 
haben kann, die weder durch » noch durch p’ etc. theilbar sind. Da diese 
Primzahlen nach der Voraussetzung sämmtlich ungerade sind, so darf man 
—=1 und £=2 setzen und erhält ®—=Ü, e® —(, also e® —=1; folg- 


Znni 


nz 


lich ist w von der Form 3, won eine ganze Zahl ist. Wenn nun die 3 





in der Reihe der Primzahlen p, p', .... vorkommt, so ist doch immer C einer 
Ani Insri 


dritten Wurzel der Einheit gleich, nämlich O—=e" —e°’, A=e’ B: kommt 

die 3 in jener Reihe nzcAt vor, so kann man der ganzen Zahl £ einen durch 

3 theilbaren Werth geben und erhält, wenn man z. B. t=3 setzt, Ü—=e" 
e”—1, folelich A=B. 

Um die Theorie der Reste der vierten und der sechsten Potenzen in 

eine gemeinschaftliche Betrachtung zu vereinigen, sei %=4 oder 4==6, je 


) ° fi Y- — 3 ° . . gr 
nachdem 9 —2 oder J=r— = ist; und nach diesen beiden Fällen 





sei e entweder eine vierte oder sechste Wurzel der Einheit, so dafs e"—1 
ist; ferner sei Z eine gerade ganze Zahl und 
"=,  ’m=%o0 
Fa)=IM | Mm (1 
man 


Du 


nn { 


wo in dem unendlichen Doppelproducte #x statt des sinnlosen Factors 1 — = 
zu setzen ist. Übrigens werden die in der letzten Hälfte des vorigen Paragra- 
phen eingeführten Bezeichnungen beibehalten. 

Es seien k und / zwei verschiedene complexe Primzahlen, p und y 
ihre Normen, z ein vollständiges, 2’ ein reducirtes Restensystem (mod. k), 4 ein 
vollständiges, 7 ein redueirtes Restensystem (mod. 7); % und Z werden so an- 
genommen, dafs p—1 und „—1 durch 9 theilbar sind, d.h. für #==? wird 
die complexe Primzahl 1--2 und für ?=r werden die beiden complexen 





Primzahlen I—r und 2 ausgeschlossen; man selze p—l1=9p', y—-1=%g.. 
Die beiden redueirlen Restensysteme z', # seien in ihre 9 associirten Theile 
eingetheilt und es sei <= eo, X —er, wo e seine sechs Werthe durchläuft, 
während davon unabhängig o seine p’ und r seine g’ Werthe erhält; o ist 


der. Zahlen, welche nicht 


daher das allgemeine Glied einer Reihe von p' = 

















11. Eisenstein, genaue Untersuch. d. ell. unend!. Doppelprod. u.Doppelreihen. 251 


blofs untereinander sämmtlich incongruent sind mod. k, sondern welche auch 
diese Eigenschaft der Incongruenz beibehalten, wenn man statt jeder irgend 
eine ihrer associirten Zahlen setzt; dasselbe gilt von den g’ Zahlen 7 in Be- 
zug auf mod. . Die Vielfachen lo finden ihre Reste (mod. k) unter den z'; 
wenn diese Reste also auch nicht immer unter den o vorkommen, so kommen 
sie sicher stets in einer der % Reihen vor, deren Inbegriff durch eo bezeichne! 
wird, und man kann daher immer 
(1.) lo = eo, (mod. %k) 

setzen. wo jedem o ein ganz bestimmtes o, aus der Reihe o und eine eben- 
falls ganz bestimmte complexe Einheit e entspricht. Da vermöge der Con- 


oruenz (1.) die beiden Quotienten = und . sich nur um eine complexe ganze 
Zahl unterscheiden, so hat man nach (@'.) des vorigen Paragraphen F(lo:k) *) 
— e" F(eo,:k). und ferner nach (F\) Feo,:k) = ee" Fo,:k), folglich 
(2)  Fllo:k) = e.e.F'(6,:k). 
Bildet man alle »' Congruenzen von der Form (1.), indem man dem o alle 
seine Werthe und o, und e jedesmal die zugehörigen Werthe giebt, und mul- 
tiplieirt alle diese Congruenzen, indem man Acht hat, dafs alle o, mit allen o, 
wenn auch in anderer Ordnung. zusammenfallen, so ergiebt sich: 
"P(o) = P(e)P(o) (mod. k), 
und da P(o) nicht durch die Primzahl % theilbar ist, 
(3) U = Pe) (mod. k). 
Ebenso erhält man durch AMultiplication aller Gleichungen von der Form (2.). 
wobei ebenfalls zu bemerken, dafs alle o, mit allen o zusammenfallen, 
P,F‘lo:k) = P(e)e“" P,F(o:k), also 
Ce One a2 
In jeder dieser Gleichungen hat w einen andern, aber stets einen von  un- 
abhängigen Werth. Nach (E.), im vorigen Paragraphen, ist nun allgemein 
F(lr) 
F(x) 
von k. Hiernach erhält man aus (4.). wenn man dem x nach und nach alle 





. 2 
= ete" P,F(a+ 7): wenn g' ebenso von I! abhangt, wie dort o 


j 6, 
Werthe von der Form — giebt: 


1? 2 ‘ un'gq'! [02 rY 
Pe) un e®! .o'P ec”! "P,P,F(C+7). 





*) Das Divisionszeichen : setze ich zuweilen statt des Bruchstriches, um den Druck 
zu erleichtern. 
33 * 
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Das Doppelproduct zur Rechten zerfällt in das Product von % Partialproducten, 
welche sich auf © und 7 beziehen, wenn man die Werthe von 4’ in die 9 
associirten Gruppen zerfället, deren allgemeine Glieder entweder durch r, :r, 
-7, — ?r, oder durch 7, —rr, rt, —ı, rr, —r’r, also durch er ausge- 
drückt werden. Hiernach wird diejenige complexe Einheit, welcher die Po- 
tenz U” (mod. %) congruent ist, durch die Formel 


v 


L 


bestimmt, in welcher sich die eine Multiplication auf alle o, die zweite auf 
alle 7, und die dritte auf alle # Werthe der complexen Einheit e bezieht. 
Man hat bis jetzt keine besondere Benennung zur Bezeichnung derjenigen 
complexen Einheit eingeführt, welcher die Potenz 2” (mod. A) congruent ist; 
Gaufs nennt den Exponenten dieser Einheit den Character von 1 in Bezug 
auf den Modul %; ich will hier, der Kürze wegen, jene Einheit selbst, welche 
durch (5.) ausgedrückt ist, den Character von l zu k nennen. 

Wendet man genau dieselben Betrachtungen auf den Modul /! an, so 
erhält man den Character von % zu Z durch die analoge Formel 

eg Pr PIP,P,.F(Z+T)} 
2 

ausgedrückt, welche aus (5.) hervorgeht, wenn man %k mit /, also 0’ mit o, 
p mit q, p' mit g’, o mit r vertauscht; die rein numerische Constante e bleibt 
natürlich dieselbe. Man kann diesem Ausdrucke eine etwas verschiedene Form 


veben, in welcher er besser mit (5.) vergleichbar wird. Da nämlich . genau 
dieselben Werthe wie e, nur in anderer Reihenfolge durchläuft, so kann 
man auch 

e,M 

ek 'ı 

schreiben. als den Ausdruck des Characters von Ak zu €. Es ist nun sehr 
leicht. die beiden Ausdrücke (5.) und (6.) mit einander zu vergleichen. Zu- 
nächst haben beide den Factor c”’‘” gemeinschaftlich; ferner lassen sich die 





(6) Eger" PP,P, F( 


allgemeinen Glieder der dreifachen Producte durch die Formel 


0, er aeyı/ 6 , T 
PH) = ver (42) 
k'ıd 4» 


eh 





welche eine neue Anwendung von (#!) $. 6. ist, auf einander zurückführen; 
Bi . rY . . r Fr. n) 

für jeden stehenden Werth von e enthalten die dreifachen Producle » g Fac- 
toren. nämlich eben so viele, als es Combinationen o, 7 giebt, und da das 
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Product aller # Werthe von e gleich —1 ist, indem das Product der vier 
Einheiten +1, +2, so wie auch das Product der sechs Einheiten +1, +r, 
+r” wirklich —1 beträgt, so stehen die beiden dreifachen Producte in (5.) 
und in (6.) in dem Verhältnifs wie 1:(— 1)” e”", und die Ausdrücke (5.) 
und (6.) stehen selbst in dem Verhältnifs 

(5.):(6.) = o:or (—1)P ee", 

Diese Schlüsse beruhen wesentlich auf der Voraussetzung, dafs ? zu » 
und zu g relative Primzahl sei, denn darauf beruht die Anwendbarkeit der 
Formel (E.) $. 6., welche sowohl für den Multiplicator ! als für den Multi- 
plicator #% benutzt wurde; auch mufs, wie schon erinnert wurde, f gerade sein. 
weil nur unter dieser Voraussetzung die Formel (@.) gültig ist. Andere Be- 
schränkungen finden aber nicht für die ganze Zahl ? Statt. 

Wendet man daher das am Anfange dieses Paragraphen bewiesene 


’ I 
Lemma an, indem man den Character von ! zu k (5.) durch (-) und den 
v 


e h 
Character von k zu 2 (6.) durch (--) bezeichnet, so erhält man aus der eben 


sefundenen Gleichung 


nach dem Lemma die folgende: 


) er) = er). 
wenn nur weder p noch 4 durch 3 theilbar sind. Der Fall, wenn eine der 
beiden Normen p, g durch 3 theilbar ist, kann nur Statt finden, wenn es sich 
um complexe Zahlen aus vierten Wurzeln der Einheit handelt; wenn nämlich 
eine der beiden Primzahlen % und Z der 3 und also ihre Norm der 9 gleich ist; 
dann brauchen nach dem Lemma nicht nothwendig die beiden Seiten von (©.) 
in dem Verhältnifs 1:1 zu stehen, jedoch müssen sie immer in dem Ver- 
hältnifs wie 1 zu einer dritten Wurzel der Einheit stehen. Da jedoch in die- 
sem speciellem Falle rechts und links in (©.) nur vierte und keine dritten 
Wurzeln der Einheit befindlich sind, weil 94 ist, und da eine vierte 
Wurzel der Einheit nie einer dritten Wurzel der Einheit gleich sein kann, 
aulser wenn beide —=1 sind, so gilt auch in diesem Falle die Gleichung (©.). 
Diese Gleichung enthält die Reciprocitätsgesetze für die Reste der vierten 
und sechsten Potenzen. Durch die Einführung der unbestimmten ganzen Zahl / 
war es möglich, diejenigen Functionen, welche eine eigentliche und eine 
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uneigenlliche Periode besitzen, bei dem Beweise ganz so zu benutzen, als 
wären sie doppelt periodische Funelionen; immer bildet jedoch die Grundlage 
des Beweises die Eintheilung der Restensysteme in ihre associirten Theile. 
welche wir Gaufs zu verdanken haben. — Es liefsen sich hier noch mehrere 
Betrachtungen anknüpfen, namentlich über das besondere Verhalten der Aus- 
drücke w; auf welche ich vielleicht bei einer andern Gelegenheit zurückkomme. 

Der Werth von 0. welcher allein von % abhangt, so wie der ent- 
sprechende von o', welcher genau eben so von Z abhangt, in der Formel des Re- 
ciprocitälsgesetzes, ist im vorigen Paragraphen für alle nicht durch 1 --2 theilbaren 
k bestimmt worden, wenn es sich um complexe Zahlen aus 4ten Wurzeln der 
Einheit handelt *); für die aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten 
und weder durch 1—r noch durch 2 theilbaren % aber nur in dem Falle, 
wenn k= 1(mod.2—?2r) ist**). Da man jedoch für jedes k und jedes /, 
welche zu 2—?2r relative Primzahlen sind, immer complexe Einheiten e, e' 
finden kann, so dafs eA=1, e!==1 (mod. 2 —?2r) ist, so gilt die Formel (©.) 


zunächst für e und (2), und da (I) (4 )(7)= e? 69 (= — (EX?) 


Ind I * . * [3 . [} .. * 
— e'P 7) ist, so erhält man hieraus auch unmittelbar das Reciprocitätsgesetz zwi- 


ne ana Primzahlen aus dritten Wurzeln der Einheit sind. Für die 
aus vierten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen hat schon G@aufs 
in seiner „Theorie der biquadratischen Reste” unter je vier associirten Prim- 
zahlen immer eine solche als prrmäre characterisirt, dafs zwischen primären 
Primzahlen das Reeciprocitäisgeseiz in seiner ee Gestalt 


() = rd) 


auftritt. Es mufs nämlich dann oe —=1, also db’ --a--b—1=0 (mod. 4) sein: 
und dies geschieht, wenn erstlich d gerade ist, u b’==(0) (mod. 4) wird. 
und wenn zweitens «--d==1 (mod. 4) ist; eine andere Annahme ist nicht 
möglich. da « und 5 weder beide gerade, noch beide ungerade sein dürfen. 
Um denselben Zweck, nämlich die gröfste Vereinfachung des Reciprocitäts- 
gesetzes in der so eben hingeschriebenen Form, auch für die aus dritten Wur- 
zeln der Einheit zusammengesetzten Primzahlen und für die sechsten Potenz- 


*) Nämlich oe = öP’+t«+-1, wenn k= a+bi ist. 
**) Nämlich o = (—1)t@+5-Dy—?, wenn k=a+br. 








erregen EEE 
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reste zu erreichen, mufs man in jeder Gruppe von sechs associirten complexen 
Primzahlen immer diejenige, stets existirende und nur einmal vorkommende. 
als primäre bezeichnen, welche den folgenden Bedingungen genügt: damil 
a-+-br primär sei, mufs erstlich 4=0 (mod. 3) sein und zweitens 
entweder a+-b==1 (mod. 4), wenn « ungerade, 5b gerade, 


oder b=1 (mod. 4), wenn « gerade, 5 ungerade ist. 
oder a=3 (mod. 4). wenn « und d beide ungerade sind. 
Wenn % und / in diesem Sinne primäre Primzahlen sind, so findel das Re- 


. . . . v / . 
eiprocilätsgesetz für die sechsten Potenzreste zwischen 6 und (+) in der 


That in der vorhin aufgestellten Einfachheit Statt. Ich verweile nicht bei dem 
Raisonnement, welches zu diesem Resultate führt, da dasselbe nicht die min- 
desten Schwierigkeiten hat, sobald man sich vermöge der weiter oben ge- 
machten Bemerkung die verschiedenen Formen vor Augen stellt, welche das 
Reciprocitälsgesetz nach den verschiedenen Resten von Ak und / (mod. 2 — 2r) 
darbieten kann. Da nichts hindert, die so eben für primäre Primzahlen auf- 
gestellten Criterien auch für zusammengesetzte Zahlen gelten zu lassen. so 
entsteht nur noch die Frage, ob das Product zweier primären Zahlen wie- 
derum eine primäre Zahl hervorbringe; und diese Frage beantwortet sich be- 
jahend, wenn man die kleine damit verbundene Rechnung ausführt und jeden 
der neun Fälle, welche das Product zweier primären Zahlen darbieten kann. 
einer besonderen Prüfung unterwirft. Hiernach kann man sofort das Reeipro- 
citätsgeselz auf primäre zusammengesetlzte Zahlen ausdehnen, wenn man unter 


(2 (wenn / das Product der Primzahlen /,.4,.2,... ist) das Product 


k v v k 

Bd 
versteht, sei es, dafs es sich um die biquadratischen, sei es, dafs es sich um 
die Reste der sechsten Potenzen handelt. Für die ersteren müssen k und / zu 


1--:, für die letzteren zu2—?2r relative Primzahlen sein; diese letztere Be- 


dingung ist aber schon vorausgesetzt, wenn man %& und Z primär annimmt. 


N(t)—1, Nd,)—1 f 
Da nun offenbar Y 4 u == u I») (mod. 4). also auch 








(mod. 2) ist, so gilt die Formel 
l u 
(— = (—1)” (7): 


*) Es si p=N()=öp+1l, y=Nld)= Yyl+1, so ist py = N(kl) = 
pa rilp'+g)+1, also 2 Cilmi. = U +pP+lZzp'+g' (mod, d). 
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wenn A und Z irgend zwei primäre Zahlen, p und 4 deren Normen sind und 
p==:9p-1,qg=9g--1 ist; und da die nicht primären Zahlen, welche zu 
I --2 resp. 2—2r relative Primzahlen sind, aus den primären durch Multi- 
plication mit complexen Einheiten hervorgehen, so erhält man auch das Reci- 
procitälsgeselz für die nicht primären Zahlen aus dem für die primären, ob- 
wohl jenes nicht dieselbe Einfachheit hat, wie dieses. 

Zu einer vollständigen Theorie der Reste der vierten und sechsten 
Potenzen fehlen nur noch die Sätze, welche die Criterien des biquadratischen 
Characters der Zahl 1--2 und die Criterien des Characters der beiden Zahlen 
1—r und 2 in Bezug auf sechste Potenzreste enthalten. Diese Sätze gehen 
als eine sehr einfache Folgerung aus dem verallgemeinerten Reciprocitälssatze 


I\. fh 
hervor, welcher lehrt, wie man (—) in (7) ausdrücken kann, wenn A und / 
ı 


irgend zwei nicht durch 1 -- resp. nicht durch 1— r oder 2 theilbare Zahlen sind. 
Im die drei in Rede stehenden Sätze unter eine gemeinschaftliche Betrachtung 
zu vereinigen, will ich durch 7 irgend eine der drei Zahlen 1--;, 1—r,2, 
und durch [ eine der beiden Zahlen 1-2, 2—2r bezeichnen, und zwar in dem 
Sinne. dals „—=1--?, C=1--2ist, wenn alle vorkommenden Zahlen aus vierten 
Wurzeln der Einheit zusammengeselzt sind und %—4 ist, und dafs „—1—r oder 
„2 und =?2— ?2r ist, wenn alle vorkommenden Zahlen aus dritten Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind und == 6 ist. Es sei A irgend eine complexe 
Zahl, welche zu X relative Primzahl ist, welche also einer complexen Einheit con- 
sruent ist (mod. £): dann kann man in allen Fällen eine complexe Einheit e fin- 
den. von der Art, dafs k--e durch »7 theilbar, aber der Quotient _ zu £ relative 
Primzahl ist. Es sei k+-e=I1n, N(k)—=p, ND)=g, so it k= — e (mod. !). 


also =): -(— ee)” und /n==e (mod. k), also )H)-(£)- eP. 


Da nun Z zu X relative Primzahl ist, so kann man nach dem verallgemeinerten 
Reciprocilätssatze (=) in (#) ausdrücken. Es sei (>) — <(2), wo & eine 
complexe Einheit ist. deren Exponent auf sehr einfache Weise von den Elemen- 
ten in k und Z/ abhangt: und da die Elemente von / wegen = unmil- 


telbar in die von /4 ausgedrückt werden können, so ist jener Exponent eine 


“ ” a * “ IN 
sehr einfache Funclion der Elemente von %. Da nun schon (7)= (— 0)" ge- 


. . l / \a‘ r \g® 7 ‘ 
funden ist. so hat man ()=e(— e)’ und &-(—e)’ (+) — eg”, durch welche 
ı 
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” N .. . . y . . hl . 
Formel (2) vollständig durch die Elemente von A bestimmt ist. Es hat keine 
v 


Schwierigkeit, wenn man die verschiedenen Fälle von einander trennt und 
die kleinen Rechnungen ausführt, welche sie darbieten, um die aus dieser Be- 
trachtung hervorgehenden Theoreme, als Ergänzungen des Reeiprocitätssalzes. 
vollständig aufzustellen; was ich dem Leser überlassen darf. Übrigens kann 
man noch den quadratischen Character der Zahl 1—r und den cubischen 
Character der Zahl 2 aus den im Anfange dieses Paragraphen angewandten 


Principien ableiten. 





Auf diese Weise hätten wir demnach, als ein Corollar zu der Theorie 
der in dieser Abhandlung betrachteten unendlichen Doppelproducte, eine aus- 
führliche Theorie der Reste der vierten und sechsten Potenzen aufgestellt: 
eine Theorie, die bis auf einige leichte, rein mechanische Operationen. welche 
noch auszuführen wären, aber keine prineipielle Schwierigkeit darbieten. der 
Vollständigkeit nach nichts zu wünschen übrig läfst. Es kann keinem aufmerk- 
samen Leser entgehen, dals die Theorie der quadratischen Reste für reelle 
Zahlen genau in derselben Weise, nur mit einem weit geringeren Aufwande 
von Betrachtungen aus der Theorie der einfachen Producte von der Form 

mr 
H (i—--—--) 
m=—ı% m--Y 
abgeleitet werden kann: und da diese Darstellungsweise, welche sehr instructiv 
ist und auf das Vorhergehende ein neues Licht wirft, nur wenig Raum ein- 
nimmt, so will ich sie der Vollständigkeit wegen hierher setzen. 

Das eben hingeschriebene Doppelproduet werde als Grenze (für m — x) 
desjenigen betrachtet, in welchem sich m von —n bis —n erstreckt und 
durch f(x, y) bezeichnet. Da bei der Substitution m no m-+-1 ein Factor im 
Unendlichen hinzugesetzt, ein anderer weggelassen wird, und diese beiden Fac- 
toren —=1 sind, so ist f(a,y--1)=f(a,y), und allgemein für jede ganze 
Zahl A ist hiernach 

Ad) fwyHh = fia7). 
Da ferner, wenn %k irgend eine ganze Zahl ist und x ein vollständiges Resten- 
system mod. k repräsentirt, bei der Substitution an © Am-;-x die hinzutretenden, 
so wie die weggelassenen Factoren im Unendlichen sämmtlich = 1 werden, und 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 34 
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. . . E [ 
da aus dieser Substitution = 9 yo folgt, so ist 
v 


2) fan) = 8.1, 2); 


i 
endlich ist offenbar 

(3.) fs, y) = f(—%; — 4) 
wie sich zeigt, wenn man man —m seizt. Das allgemeine Glied des unend- 
lichen Products läfst sich, wenn »n von O verschieden ist, so schreiben: 





m+Y— 





1— —.), 


m+y m 7 m 





m—x 


und für m—=0 so: (e—y):(—y). Setzt man daher u Kle -), wo 





. 2 Fra m 
statt des sinnlosen Factors Fee geschrieben wird, — Be so erhält man 


Nach der Definition von (x) ist 
(2.) / — ü vfi&; Yly=u- 


Stellt man die M(%) Zahlen z aus der Null und M(k)—1 andern Zahlen z' 
zusammen, so erhält man hiernach aus (2.), wenn man diese Gleichung auf 





par) _ PLzR),. 
p(—y) p(y) 

















beiden Seiten mit —y=k 





y==Ü setzt, 


(6) ya) = KkPy GsT Fe 





Aus (1. und 4.) folgt PReER an, und setzt man y— en, so 
Y(y+h) (7) 
wird hiernach g(=--A) = Uy(x), wo Ü von x unabhängig ist. Aus (3.) 


folgt, wenn man auf beiden Seiten mit —y multiplieirt und dann = setzt, 
wobei (9.) in Anwendung kommt, 





(7.) AT are ir 
und setzt man demnach in p(x- —Üy(2), 2=—4, so ergiebt sich 
ehd)=ly-y=—Cy, Be —1, folglich gy(c+1)= —y(®), und 


deshalb allgemein 


8) gylath) = (Ayla). 
Aus (6.) erhält man für den speciellen Fall A=2, 


9) vo) = HET: 
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Der Gleichung (6.) kann man eine bequemere Form geben. wenn man zw kur 


setzt, und die Constante %: Py( -) durch e bezeichnet, nämlich 


(6) +„l(ks) = cPy(x- 2); 
tür Ak=2 wird demnach (9.) 

p2x = Rryla)yle-Ht:p(! 
Um die Constante e zu bestimmen, verfahre man wie folgt. Man mache in 
(6.) nach und nach die drei Subslitutionen enz, ewnx-t und en2a 


). 


dies giebt 
o(kz) = = ePg(x+ 2); y(kz--ik) = cPy (z | 
p(2kz) = ePp(2x- 7). 


Multiplieirt man die erste dieser drei Gleichungen mit der zweiten und bemerkt 


Dim 


dabei. dafs nach (9.) 


ı & 8; 3 2% 
et sletrtr) = tr Were 
ist. so erhält man 
plkz)y(ka+ık) = CyH)"®Py (20+: | =): 2m 


Es sei k ungerade und positiv; dann ist 
’ 1 


M(k) = k, g(kc-+ık) = RN ? p(kx-14) 
nach (S.). während 
p(ka)gy(kx-- 3) == 39(2)9(2kr) 
ist. nach (9.); hiernach erhält man 
ko ’ 

1/ 1 \ al I\‘k !p >) z ! “RN 

(—1)"y(2kr) = cy(l) pc 5) 
Da %k ungerade ist. so hindert nichts, alle 2’ gerade anzunehmen; dadurch er- 
langt man den Vortheil, dafs die Zahlen 2x nicht blofs dieselben Reste wie 
die z (mod. %) lassen, sondern dafs auch die Vielfachen von A, um welche 


sich die Zahlen 27 von den Zahlen z unterscheiden, sämmtlich gerade sind und 


dafs daher nach (8.) das Product Py (27-1 =) dem Producte Py (2x- -) 


;) 


| 


geradezu gleich wird, während es sonst und im Allgemeinen nur = +Py (2x | 


sein würde. Hiernach ist also, wenn alle z’ gerade sind, 
k—1 


2-11)? p2ka) = eyHPyl2r Bad 
hY 


— 
% 
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und vergleicht man diese Formel mit der obigen y(2kz)—=cPy (2x+7 
e v 


welche aus (6.) durch die Substitution © ©2x enisprang, so erhält man 
k—1 a 
a ur 1 p(A)K-! u \2e) 
.. jr = 
p\z) 
und demnach. wenn man diesen Werth von e in (6.) subslituirt: 
(2% I 
), o(kı) —= P: (= =, 
(10.) ph / Ip(4) F Kk 
wo A posiliv und ungerade ist und die Reste z sämmtllich als gerade Zahlen 
angenommen werden. Diejenigen Formeln, welche für den nachfolgenden Ge- 
brauch dienen. sind (7., 8. und 10.); nämlich, wenn man sie zusammenstellt: 
1)  g@-+2h) — yie), 
1) pl) = (-N*yle), 
wenn A irgend eine reelle ganze Zahl ist, und 
' 7 pika *) nn > ! x 
111. ( (ka) —— ap ( (24 -), =— A P.ı x-+) 
( ) [ ı J x F | h - (a) x F N k; b) 
wenn A positiv und ungerade ist, während alle z#, welche ein vollständiges 
Restensystem mod. % bilden, gerade sind, und wo « eine rein numerische Con- 
2: 
ya) 
Nun seien A und Z irgend zwei positive ungerade Primzahlen, o sei 
das allgemeine Glied eines halben Restensystems mod. %, so dafs die Zahlen o 
mit den Zahlen —0o und der Null zusammengenommen ein vollständiges Re- 
stensystem (mod. Ak) bilden; 7 sei das allgemeine Glied eines halben Resten- 
systems mod. /; alle o und alle z werden gerade angenommen. Für jedes © 
befindet sich der Rest von Zo (mod. k) entweder unter den o, oder unter den 
— 6; es sei daher lo = (—1)"0o, (mod. k) wo alle o, alle o erschöpfen. Da 
lo (As, .. 
vermöge dieser Congruenz die Differenz 7% Einer ganzen Zahl, und 
v v 
zwar einer geraden ganzen Zahl gleich ist, weil alle o gerade angenommen 


_A\h 
worden sind, so hat man nach (I.) (2) —— ), welches nach (I1.) 


by 








stante vorstellt. nämlich « — 


— (—1)'y (=) ist. Hieraus folgt, durch Multiplication über alle o, 


Pl, ee. 


Wenn man nun die Formel (IIl.) auf den Multiplicator Z anwendet und = 


4 
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setzt, so ist 


re Dr 


—1)% — alli-bad-)p P, »(Z 27 ). P,P,y (2 — 


also 


Aus der Congruenz lo = (—1)'o, folgt andrerseits 
k—1 k—1 


u \ EM 5 / \S 4 
I? P(o) = (—1)”"P(o) (mod.k), !? = (—1)”, also (—1)*: (- ): 
ir . { oo > -K. set 
folglich ist, wenn man P,P.y(7-- 7)= FR ‚(4 _ r) RK, setzt. 

l | ._ 
—_) — 44k-Dd-) K . 
(„)=.« K,K.: 
und wenn man hierin A mit 7 vertauscht. so ist in derselben Weise 

k \ 

(7) ®LL, w L=PPy(3+2), L=PPy(I—) 
Da nun offenbar A,—-Z,,. und wenn man bei der 4%&— 1)4(/—1) Factoren 
von 1 die Formel pi (— 1) = — op (X) anwendel, R; —(— 1A Ad-D 


so erhält man endlich 7) — (— 19 id- de: Dies ist das Legendresche 


Reeciprocitälsgesetz, welches zuerst von G@aufs bewiesen worden ist. Verall- 
gemeinert man dasselbe, so dals es für je zwei positive ungerade Zahlen k und / 
ohne gemeinschaftlichen Theiler gilt, so kann man hieraus auch unmittelbar den 


u 2 r i | 
Werth von (=) bestimmen. Wenn #==1 (mod. 4) ist, so setze man k-+-1 = 21, 


und wenn k=—1 (mod. 4) ist, setze man k—1 == 2/ und in beiden Fällen 

k--e=2l, wo &=(—1):*""; bei dieser Annahme ist / stets positiv ungerade 

und zu % relative Primzahl. Aus der vorgelegten Gleichung folgt 2! == (mod. %k). 
—= —e (mod. 7), also 


9-00 Bd 


Verbindet man mit diesen beiden Formeln die dritte ()— — ac "ven, so 
k—1 1-1 


erhält man (7 -)=(— 1)? 84=D.(— g)}4=D, Wenn demnach k = =1 (mod. 4), 
e—1, so ist (2 )= (—1)9 — (—1)?%9, und wenn k = —1 (mod. 4). 


3k—5 


u: / \Sck--1) 
—(—1) “ 


ee F)=(- 1-9 —1)}8-D — (—1) 
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>. 
Bemerkungen und Zusäize zu dieser Abhandlung. 


is schien mir nicht unpassend. zur Erläuterung und theilweisen Er- 
oänzung dieser Arbeit die nachstehenden Bemerkungen hinzuzufügen. 

Il. Zu $.1. und $. 2. Es hätte dort ausdrücklich bemerkt werden 
müssen. dafs es nicht hinreicht, die Convergenz der Reihe (1.) in $. 1., von 
ihrem dritten Gliede an, in dem Sinne nachzuweisen, dafs dieselbe als eine 
einfache Reihe mit den Coöfficienten 3; ver. ... aufgefaflst wird, 
sondern es mufs dargethan werden, dafs dieselbe, als Tripelreihe betrachtet, 
unabhängig von der Anordnung der Glieder convergirt. Dies Letztere ist aber 
in der That in $. 2. geschehen, indem dort nicht allein statt der Coöffieienten 
selbsi. welche Doppelreihen sind, sondern vielmehr statt aller einzelnen Glieder 
in diesen Doppelreihen deren analytische Moduln gesetzt worden sind. Diese 
Bemerkung ändert also nichts an den dortigen Schlufsfoleen. sondern soll nur 
zum besseren Verständnifs derselben beitragen. 

ll. Zu s.#. Es sei 

ae A A ie As 


eine Reihe. welche zwar convergirt, aber nicht unabhängig von der Anordnung 


nk 
der Glieder, und deren Summe als Grenze der folgenden > a, für k=x be- 
=—k 

u n=k 
trachtet wird. Setzt man as n--1, so erlangt die Summe > a,, welche in 

—f n=k+1 se - 
> > a, übergeht, den Zuwachs (@,,,—a_). Wenn nun «a 
l i = \"k+l k} k 

=—Ä n=—k+l 


und a4_, für k= x beide gegen Null convergiren, so ist dieser Zuwachs —= 0 
und die Reihe bleibt durch die Substitution aan n--1, also auch durch die 
Subslilution ao n--v, wo v irgend eine conslante ganze Zahl ist, unverändert. 
Diese Annahme ist jedoch zur Convergenz der Reihe keinesweges nolhwendig. 
sondern es ist nur nothwendig, dafs «,—-a_, gegen Null convergirt; es kann 
sich also treffen, dals a; gegen eine von Null verschiedene Constante ec, und 
a_, dann gegen die entgegengesetzte Constante —c convergirt; in diesem 





Falle erlangt die Reihe den Zuwachs (a,.,— 4@_ı),-. = ce — (—c)=?2tc, wenn 


nsn--1 geselzt wird, und hieraus folgt leicht, dafs sie für die Substitution 
ngon--v den Zuwachs 2vc erlangt: nämlich es ist 


Za, =?Rve —= ?va,, = —?va_,, Wen nanan-v. 
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Es sei a, von der Form 


na ne k 
f(z-Bn) und & f(a-+Pn)—=Lim X f(z-4Pn) = A(r); 
n=z—n k=zx n=—k 
dann ist en e-rvP, wenn na n-rv, also A(x=--vP) = A(r), und A nach 


/ eigentlich periodisch, wenn f(e+%kP) für k = x gegen Null convergirt, da- 
gegen ist A(2-+vP)—=A(x)--2vc, also 1 blofs uneigentlich periodisch, wenn 
f(e-+kp) gegen -c, f[e—kP) gegen —c convergirt. In $. 3. kommt der 


‘all vor, wenn a, selbst eine einfache Summe nach m, a,—= N y{m,n) 


und y(+x,n) =0 ist, für jeden Werth von rn; es bleibt also «a, durch 
die Substitution >» © m-- u unverändert, folglich bleibt auch die Doppelsumme 


nz (mn 
z = o(m, n)\ durch diese Substitution unverändert; und wenn «,;. d.h. 
nn m R 
mzXZ 
= y(m, +k), für k—=x gegen +e convergirl, so erlangt die Doppelsumme 
mn —% 


durch die Substitution m o m--u, nnon--v den Zuwachs 2rve. 


Il. Zu $.5. und $.6. Setzt man in der identischen Gleichune 


1 1 1 IN, 2 1 1 
BEER EM Pr EA 
(a.) p?q? (p+q)? € IP/'(p+g° 5 og 


p=a-w, 9=—-2—w, p+g=w 











w, —=w, so erhält man durch 
Summation über alle Werthe von w, und w,, mit Ausschlufs von ww, = w,. 
links (2,2)’— (4, x), ganz eben wie in $. 4. für die Kreisfunctionen; rechts 
giebt die Summalion nach ve,, wenn man u, = w, —w seizt, was nach der 
Schlufsbemerkung in $. 5. erlaubt ist, 


(2, +2, 2-w)+ (1,0) —-(,2—0)); 


döni n 
‘ redueirt und. nach 





was sich wegen der Periodieität auf — (2, 2) 

9 2öni al2*, 0) 
@& oß 

1.) (4x) = (2,2) —2(2*,0)(2, 2)-- 


3 





w summirt, 2(2*, 0) (2, x) giebt, so dafs man 


Bam, od 





Tu 
erhält: eine Formel, welche mit (1.) in $. 4. für Kreisfunctionen bis auf die 
hinzutretende Constante übereinstimmt. Setzt man in («.) 


p=2X-w, 9=—w, ptHg=rtw—w — ı-w 
und schliefst die Combinalionen w,=w, d.h. w«„=0 aus, so erhält man 
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durch ein ähnliches Verfahren und analog der Gleichung (2.) in $. 4. 
a ı 2öni 0(2,x) ai ur i 
(2) 93(4,r)- ET —= (2,2) -+-2(1,2)(3,8). 


Die idenlische Gleichung 





ei u a a A 
p’yq? p?q?° (pt)? p> q’ | (p+q)° p* q? 

liefert durch dieselben Substitulionen und durch den Procefs der doppelten 
Erzeugung nur die eine Gleichung 
welche auch durch Differentiation nach ‚x aus (1.) hervorgeht. Diese Gleichun- 
sen kann man mit denen in $. 5. verbinden. um die Elimination, welche 
zu der Differenlialgleichung erster Ordnung für (2,x) führt, mit gröfserer 
Leichtigkeit auszuführen. Die Gleichung (2.) dient namentlich, um den Diffe- 
rventialquotienten nach ‚3 der elliplischen Function 1ter Gattung und die ellip- 
tische Funelion 2ter Gatlung in einander auszudrücken. 

Selzt man in (a.) und (b.) po p--wı,. 992y--w, und führt, indem 
man über alle Werthe von ve, und :w, summirt, @,--@, rechts als neuen Index 
ein (das Wort Index in einer allgemeineren Bedeutung genommen), so erhält man 

(4.) (2, p)(2. 9) ’ u Ba | 
2.P-+ DIR. DM N) -+23: pP VI, PM) + Al, — u 





a oPß 
5.) 632,4) — (2, P) (3, 4) 

(2. PN MIN PH MIR) (2, N). 
Man erhält (5.) auch aus (4.) durch Differentiation nach p und 4, indem 
man »- g als constant betrachtei. Durch eine nochmalige Dilferenlialion er- 
hält man aus (5.). indem man wieder p--g als constant betrachtet. 

(6.) 3(4,9)(2.9) — 43. P) (3,9) -+-3(2, p)(4, 4) 

— IR. PNA RN FPTNMNFMTS N 

Die Formeln (5. und 6.), welche unverändert auch für Kreisfunctionen gelten. 
sind zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung von (2,9 -+-g) und (3,9 --9) 
und geben die letzteren rational in (2, pP), (3,9), (4,p) und (2,4). (3. 9), (4. 9) 
ausgedrückt, also auch nach (1.) rational in (2. p), (3, p) und (2,9). (3, 9). Die 
(4.) in Verbindung mit (2.) giebt das Additionstheorem für die zweite Gattung. 
Nämlich nach (2.) ist, wenn man der Kürze wegen p—+-g==r setzt, 


2önit OR, r) 2 u i 
— d(4,r)— (2. r) —2(l,r)(d, Tr). 








a oß 
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aus (4.) wird daher 
(2.P)(2, 9) 


= ANANDA Nr BAaN— (ar). 


IN 
d,D+4,9—d,r) 

7 5 (2,34) — A,r)(, PN — (2, r))!, 
d.h. (1,9)--(1,g)— (1, p-g) ist gleich einem Ausdruck, welcher nur aus 
elliptischen Funclionen erster Galtung zusammengesetzt ist. 

Die Befugnifs zu dem Verfahren, durch welches die hier gewonnenen 
Gleichungen gefunden worden sind, beruht auf ganz andern Gründen, als bei 
den in $. 5. abgeleiteten Relationen; nämlich nicht wie dort auf der Unabhän- 
sigkeit der Summen von der Anordnung ihrer Glieder, welche hier nicht Statt 
findet. sondern nur auf der Bemerkung am Schlusse von $. 5. Streng ge- 
nommen mufs man daher eigentlich erst sämmtliche Summalionen nach den 
verschiedenen »2 in den verschiedenen w = am-- ?n, und dann erst alle Sum- 
mationen nach den verschiedenen » ausführen; aber der Algorithmus des Ver- 
fahrens bleibt derselbe wie in $. >. 





i 1 1 ’ 
Da in der Differenz = .„ wenn man sie nach fallenden Po- 
wt+w  y+tw 


f 5, i 
tenzen von we entwickelt, der Term - nicht vorkommt, so darf man in der Formel 








1 1 ) 1 1 
F: vo, yTtw, (+I5 e. re) 

1 \ 1 1 1 1) 

ate, Tate, ytw ytw,) 
1 (4A E-.}3 1 (4 Ei. 
Ix—y+uw, —u, rt, tu) I! y—-atw, u, ıytw xt w,) 
bei der Summation nach =, und «=, die Differenz w, — w, =-w als neuen 
Index einführen, und man erhält durch den Procefs der doppelten Erzeugung. 


wenn man noch bemerkt, dafs für den Fall w, = w, statt des ersten Theils 








ie t 








rechts in der Formel 
1 | 1 
(e+w,) !' (y+w,)? 
oesetzt werden mufs, das folgende Resultat. Die linke Seite giebt unmittelbar 
(1,2) — (1,y)Y; setzt man auf der rechten „—=w, —w, so ergiebt sich 


. 1 14 / \ 
durch Summation nach w,, [—-(1,2)+ (1,2—w)— (1,y) -- (1.,y— w)} 
1 Ä 1 
E. fr » PEN jbR ı Zu \ı 2 ) -\ N | Ko RR mw)‘. Da 1 n 
s—ytw ‚1,®) (1,7 w);- y—ıtw ‚d,y) (1, / u 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 3. 3) 
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, 2öni Ow 2öni dw. 
(1,2—w) = (1,r) — ——, (1,y—w)=(1,y) — ist, so reducirl 
\ j & cp 0 pP 
h .  4öni ow 1, 1 2öni dw 
sich dieser Ausdruck auf — | 1 2) — (1, 580: 


© Bw! a—ytw! 


72 











| De ne 2öni ‚ow) Fri ' ; 
4 — IA. yv)— (1, 2)- 2 4 Im ersten Term ist der Werth 2» — 0 
y—artueh ee op 
auszuschliefsen, und die Summalion nach ww giebt 
f \ / 2öni ” 1 1 2 l 
(1.2) — (1,y)}(1.2—y) — (1,y—r)t --- en - ML len 
yld'e ern a en ‚ (x —y+w' y—aıtw w oß 





‘ \ R Adni ology(x—r>), 
2,2, in eigen), 


hierzu tritt noch (2,.0)--(2,y), und man erhält demnach schliefslich : 


1,2)—(1,y)=2(1,2-—y){(1,2)—(1,y)} + (2,2) + (2,y)+ 





4öni Qloggy(ıx—y) 
14 op ’ 
und wenn man noch 2=p, y=—9, —y=9, p-y=r —y=r setzt: 
- (r- Er \ı2 
@) hm) 
4önri ology(r) 
2 (1,r)\1,) +4,02, pP) +(2,g)-- . an . 
Die Analogie dieser Formel mit dem Additionstheorem für die Cotangente ($. 4.) 
ist nicht zu verkennen. Setzt man in ihr q unendlich klein und entwickelt nach 





steigenden Potenzen von g, so erhält man eine Reihe von Gleichungen. Die 

erste derselben, welche nicht zdentisch wird, ist die folgende (es wird noch 

pnx geselzt): 

4öni ology(a) 
@ op 





8) 2) — —= (1,2)"+3(2”, 0) 9); 


die zweite ist 
2öni 0(1,. 











8) 2) nr — (1,2)(2, 2); 
9 E 
*) Da (1,0) = i er 2, (2,2) = — 2er Li 1; so läfst sich, wenn man g (x) = y 
o4 COX 
o?y , 4öni 


setzt, die Gleichung (8.) auch so schreiben: 





oYy ’ 
3 tat? 09y = 0; dieser 


partiellen Differentialgleichung genügt also das unendliche Doppelproduct (x), während 
das entsprechende einfache unendliche una in der Theorie der Kreisfunctionen, wel- 


ches den Sinus darstellt, der Gleichung 





EST 2*,0)y= 0 genügt. Selztman cey=2, 


Adaı ologe 
oß 





wo c, als Function von /, durch — 3(2*,0) bestimmt wird, so kommt 


o:x , Aödni 0% 


u = (), 





Ox: @& 0 
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die dritte ist wiederum die Gleichung (2.). welche oben auf anderem Wege 
gefunden wurde, u.s.w. Man sieht, dafs diese Gleichungen sich von den in 
$. 4. für die Cotangente abgeleiteten einfachsten Differentialgleichungen nur durch 
4ödni ology(r) 2öni oll,x 
a oß 1 a op 
scheiden. Wenn man in der Gleichung (7.) entweder (2,p) und (2, g), oder 
Alogy(r) 
Ta 


chung (7.), nämlich: 


den links hinzutretenden Term — 





unter- 





durch (8.) ausdrückt, so erhält man zwei neue Formen der Glei- 


9) PN) 32,0) 
. ı \y[ 2dmin | Ä | or PR 
— (br) DIT ortlog ep) lege y)+logg in). 
10) hm HA. N-An = AP) N+AT)— 32", 0). 
Die Gleichung (10.) ist vielleicht eine der elegantesten Darstellungen des Addi- 
lionstheorems für die zweite Gattung. Dilferentiirt man die Gleichung (10.). indem 


man p und g als variabel, » als constant ansieht, so erhält man, wenn man die 


N . ‘ | ‘ \ | ‘ | fi \ 
Seite rechts durch 7’ bezeichnet, — (2, p)-- (2,4) = ir lee (3,9) (3,9), also 





6 \ I ‘ ‘ \ « n%+ _ (9, p) —(d, Mi 
1) RN HN 32,0) = 


als eine der einfachsten Formen des Additionstheorems für die erste Gattung. 
Die Vergleichung von (11.) mit (10.) giebt 


' (3, P)— (IM) x 
2) Aa+bN-An= en) 





als eine neue Form des Addilionstheorems für die zweite Gattung, deren charac- 
ieristische Eigenschaft darin besteht, dafs rechts keine Function von r—=p--g, 
sondern nur Functionen von » und g vorkommen. Die Gleichung (12.) schreibe 
man in den beiden Formen 
19.1 PN —I,P— N) 
13.) d1,p-+-g)-(1,p—g) = (1,2p)-+- i 
(13) Apr d,p—g YTEPENTR,H— I 


| „ j ı @,p) (3,9) 
(14.) A,ptg) = A,pP)til,)— CRDPTCHTE 


Durch Addition der beiden Gleichungen (14.) erhält man noch 


5) d,p+9-+(d.,pP—g) = 2(1,P)--0,log((2,P)— (2, 9)): 











*) Vor die Seite rechts müfste eigentlich -- gesetzt werden, aber man findet durch 
Entwicklung nach steigenden Potenzen von 4, dafs das obere Zeichen das richtige ist. 


35” 
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weil —2(3, pP) = 0,(2, p) ist. Giebt man g einen solchen Werth, dafs (3.4) =. 
so erhält man aus (12.) rechts — 40,log {(2, p) — (2, g)}, also 
ö,logsp(p+ N — &,loey (ml) — (l,g) = 30,logt(2, PM) — (2, N}: 
oep(p--g)—logy(p) = Hlog (2, pP) — (2, y)} (1, y)p + Const. , 
ep +M’ __ 21,9). AN | \ 
pr Ce rfR2,p) — (2). 
Setzt man hier » unendlich klein, und entwickelt nach steigenden Potenzen 
von ?, so giebt der erste Term der Entwicklung C—y(g)‘. Die Function y 
hat immer dieselbe Bedeutung, wie in der letzten Hälfte von $.4., und g ist 


a+ß 
2 





dt 
2.B. oder = 


D3 


KR 


DD 





oder — 


Nach der Transformationsformel (A.) des $. 6. ist, mit Beibehaltung der 
dorligen Bezeichnungen, 


(16.) S(d,y-+ 


ı 


r | Bo u \-_a— bh» 


ı\/ 


(17.) S(d,y—o0o—rß) = (1,y) —a—by. 


Die Anzahl der Summanden links ist te==M(e). Addirt man (16.) und (17.) 


Glied um Glied und benutzt (13.), indem man links p=7Y, y=0oa-+rjJpJ, 
49==0 (oder besser g unendlich klein) setzt, so ergiebt sich 
u. TR .(3,y7+0@+rTfy— (3 y—ca— A)! 

=, Mi \.f . a\ |. I 
(18:) (1,27) - NETTE er 


1 9.x1(6,74+0)—0,y7—0) 
——_ Ir, -_.+ n m—— —  —— ) 2. ‘ Ay 
= TR FR 0 





rechts » =, 








Benutzt man hingegen (15.) bei der Addition von (16.) und (17.), aber blofs 
links, so erhält man 
(19) 2Mea(d.y)-+ o,log Pi, (2%, 0a+tPp)} = 2(1,7)— 267, 


2v } r oo. . . . . R) 
ist und das Multiplicationszeichen P sich auf die M(«) —1 Com- 





wo bh — d—— 
[42004 


binationen 0, z mit Ausschlufs von O0, O bezieht. Dies sind die Transformations- 
formeln für die zweite Gattung, in einer Form, welche der zuerst von Jacob: 
aufgestellten sehr ähnlich ist. Durch Differentiation nach y erhält man die Trans- 
formationsformeln für die erste Gattung. 


Die Darstellung der Transformalionsformeln in Form von Producten 
kann man mit Zuziehung von (A.) $. 6. sehr leicht aus der folgenden allge- 
meinen Relation ableiten, welche sich ebenfalls durch den Procefs der doppel- 
ten Erzeugung ergiebtl. Wenn #, %, %, .... irgend verschiedene Gröfsen 
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; ’ 1 1 l 
sind. so giebt das Product . . durch Zerfällung 
’ (+2,)? (@+%,)? (04 %;) 
AB 
in Partialbrüche eine Summe von der Form S, (alas = T9I° wo die ver- 
7) X 


schiedenen A und ® nur von den Bitcähin zwischen den verschiedenen x 
abhangen. Wenn man daher 4,0 4 4%, 390 %--un, ele. allgemein zn 2. w 
setzt und die Differenzen zwischen den verschiedenen = als neue Indices ein- 
führt, so erhält man durch Anwendung der oft benutzten Methode: 


(20) P,2,242) = S/A(2, cz) S[B(i,2-2)--6; 


wo die verschiedenen A, die verschiedenen 3, so wie Ü' von a unabhäneie 
sind, nur von den Differenzen zwischen den verschiedenen 2 abhangen und 
übrigens leicht vollständig durch elliptische Functionen ausgedrückt werden 
können, wenn man die besondere Form der Coöfficienten A und ® berück- 
sichtig. Diese Relation (20.), durch welche ein Produet von beliebig vielen 
elliptischen Funclionen linear durch die elliptischen Functionen (erster und zweiter 
Gattung) der einzelnen Elemente ausgedrückt wird, erfordert, dafs nicht allein 
alle x verschieden sind, sondern auch, dafs keine ihrer Differenzen auf die 
Form ma--np ih werden kann, wo ın und r ganze Zahlen sind. Die 
Transformationsformeln in Form von Producten gehen hieraus hervor, wenn 
man in (20.) statt der ursprünglichen elliptischen Functionen die iransformir- 
ten mit den Moduln «, /?’ setzt, statt der verschiedenen 2 die M{e) Aus- 
drücke o«@--r/ wählt, und berücksichtigt, dafs in diesem Falle alle A einander 
gleich werden und alle B verschwinden, endlich aber die Gleichung (.4.) $. 6. 


für = 2 anwendet. 


Die nachstehenden Folgerungen aus dem Vorhergehenden sind noch von 
besonderer Wichtigkeit. Die obige Additionsformel für die zweite Gattung 
3, 2)—(3, r) 
1,2+y) = +4, 
( ’ Yy) (49 )- (4, Y) (2, 2) — (2, y) 


läfst sich so schreiben: 





»logyp(z--y) 


’.logy (X) -: ne (1, y )- 40, log | (2, x) —(2,y)| 4 (3,7) 


1 — (2, y) 





w. « 


woraus durch Integration nach & 
logp(2-y) 
logy(2) 4 (1, y)c--4log (2,2) — (2, y)| + (3, fen rn TR, Gonst. 





I 
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hervorgeht. Die Constante bestimmt man durch Entwicklung aller Termen nach 
Potenzen von x. Man erhält 


log y(e--y) = logyp(y)-+ etec., logyp(x) = logr-— etc.. 
) a 1 7% / 3 1 | ! 
2,2) — (2,y) = rt 2,0) — (2, y)| + etc. — er etc.| . 
\v6 N ‘ zu ad FR 
Llog (2,2) — (2,y); = —logr -- elc., 


- : 5 Br . 
und das Integral fängt gleich mit „an. Das einzige constante Glied, welches 
in diesen Entwicklungen vorkommt, ist links logy(y); also ist Const.—=logy(y). 
folelich hat man 





p(r-+Y) ” x or 
2 . BE en UP 3, « wi ı] )— ); -- / - 
(21.) le ai 05 ae (2, Y (d Y) (2, 2)—(2,y) 


wodurch. wie bei Jacobt, die dritte Gattung durch die Function Y ausgedrückt 
ist: (2.y) ist hier der Parameter. Ein specieller Fall hiervon ist der schon 
oben betrachtete. wenn man y einen solchen Werth giebt, dafs (3, y) = 0 
wird. Es sei (3.9)—=0 und y=g, dann erhält man 





33N part’ — x srE u \} 
1er.) ya) pl)? r Wr), gN}- 


Durch diese Formel wird der Zusammenhang zwischen den Doppelreihen und 
den Quolienten aus den Doppelproducten nachgewiesen. Die Formel (15.) für 
das Additionstheorem lälst sich so schreiben: 

ölogp(@-+y)-+ö.legy(e—y) = 2öslogp(z)+ö.log 2,20) 2, y)). 
und sie giebt. exponentiell integrirt, 


U # f (x = Y) = U.y (2) (2, 2 Au (R, Y 


ur‘ 


a u 
Da y(z+Yv), entwickelt, mit g(+y), y(#)' mit x’, (2,2) — (2,y) mil — an- 


fangen, so wird y(y)y(—y)=(, oder Ü=—g(Yy)', und folglich hat man 
die Formel 





(y-r)g(v—ır - i R. 
(23.) F J AR, s Ä = (2, TI) — (2. Y). 
ply)?gp(a)? | nn 
Schreibi man in dieser letztern die Seite rechts so: 
2, 2)— (2, 4), .. (R, Yu — (2, G,, 
und vergleicht sie mit der vorhin abgeleiteten Formel, so findet sich 
ne yyia-y) / e—y) 
f a\2 _ e-Ü: q)x 1 2 
4 (2) 'g Y+gq) —og(y ‚e r pX- g): ’ 


U. 


wo g der Gleichung a y)=0 genügt; u. Ss. w. 
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In Bezug auf die Transformationsformel für die zweite Gattung bemerke 


\ 


man, dafs sie für einen ungeraden Werth von &, wegen (2, — o0e— 1): 


f 


(2,0@--r/P), auch so geschrieben werden kann: 

MAY = (1,1) —by—6,logP, \(2,7) — (2,00 -+1P)!, 
wo in P, nur 4 /M(e)—1, Combinationen o, r vorkommen, indem von je zweien, 
wie 0, 7; —0, —r, eine ausgeschlossen wird. Durch exponentielle Integra- 
tion dieser Gleichung erhält man 


OP NA lt N 
f 7 e R P, ) 7) Er (2, oa+rß)) En Cp(y). 


Da '(y), entwickelt, mit 7 anfängt, so fängt die M(e)te Potenz davon mil 


„IK aby? fa 1 2 .\' ER I 
y’d) an, er fängt mit1, (2,7) — (2, 0@--rP) 


u i 
mit —, folglich das Product 
e 
in der Formel mil ZAREIZT > und daher die ganze linke Seite der Formel mit 


y an, und da die Entwicklung der Seite Cy(y) rechts mit Cy anfängt, so 
ist nothwendig Ü==1 und demnach 





(25.) P, {(2, y) — (2,00 - 1 PN — el I (7) 


g' ( y) M(e) ? 


2örvni. 


wo immer db = Ist. Die Multiplication P, umfafst nur 3 ,M (e)— 1} Com- 





binationen o, r, und diese Formel gilt nur für einen ungeraden Werth von e. 
Im Allgemeinen hat man aber für jeden Werth (auch wenn & gerade) von &: 





op ‘ ’ \M —()y: (y)? 
26) Pa —-BoctP)) = et me 


wo das Product M(&)—1 Combinationen o, x umfafst. Diese wichtigen Fun- 
damentalformeln sind, wenn auch in etwas anderer, aber nicht wesentlich 


verschiedener Form, schon von Jacob: aufgestellt worden (ÜOrelle's Journal 
Band 4.). 


Setzt man 
P\(2,7) — (2,00+TPß)\=V und PR, —(2,00--7P2)! = W, 
so ist 
Mod, = A, 87-47, 
für einen beliebigen Werth von e, und 
Mod,y' = (un) —by— EI 


für einen ungeraden Werth von e. Differentürt man diese Gleichungen nach 7, 
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so ergiebt sich 


. . o:loc V 
27) &y) = Mid(2,y) —b 4 ——, 


28) 27) = Man! 


und bezeichnet man die Differentialquotienten der ganzen Functionen V und IV von 
2.7). nach (2, 7)' genommen, durch V’, V", ete., W’, W”, etc.. so erhält man 





er = RAT =— —?2 (8, y) V', 
COY Oy j 
oO’ A I o 2 yy\ > ! ‚0? 2 „)' ‘ \f9 » \ 2 
A ( Sr, ıyurN — 48, yPP IV" 16(Y)' 7", 
07 O7 | or | | 
lol ay', OrlogV VB, DE 9" +60, 7) INA, 








: nn zn nugeiien 3. yY, 
ON J \ ’ ) '’ 


‘ 





är 


\f 


Dieselben Formeln gelten in Bezug auf W, und da (3,7)” und (4,y)' ganzen 


or? 


Funetionen von (2.7) gleich sind, so erhält man auf diese Weise die Dar- 


stellung von (2,7) durch rationale Funclionen von (2,7); übrigens ist V= W’*. 


wenn & ungerade. 

Ich bemerke hier ausdrücklich, um jedem Angriffe zuvorzukommen, 
dals ich keine der hier aufgestellten Formeln als neu beanspruche, wohl aber 
die Methode, durch welche die Relationen zwischen elliptischen, so wie zwischen 
Kreisfunclionen auf algebrarsche Relationen zurückgeführt werden. Das hier 
Giegebene ist als eine Anwendung dieser Methode auf die einfachsten und 
leichtesten Probleme anzusehen. Vielleicht finde ich bald Gelegenheit, in einer 
besondern Abhandlung theils die hier angestellten Untersuchungen weiter aus- 
zuführen, theils dieselbe Methode auf schwierigere und verborgenere Probleme 
anzuwenden. 

Es wurde im Vorhergehenden häufig die Entwicklung von Functionen, 
wie (9,2). (9,2--y) für einen unendlich kleinen Werth von x nach steigen- 
len Potenzen von x verlangt. Diese Entwicklungen geschehen nach den 


Formeln 


Ga) zreg: 05—y(y-+ 17,0) - sn, 2°, 0)2° — elc., 
gaıy)= (HY)- gr byeH ITrD). 5. 2,y)2 — elc., 


welche gelten. so lange M(x) kleiner bleibt, als der kleinste (von Null ver- 
schiedene) Werth von H(w), resp. M(w--y); für einen beliebigen Werth 


von x müssen im Allgemeinen diejenigen Termen von (9, 2--Yy), für welche 
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M(w--y)<M(x), und deren Anzahl endlich ist, nach absteigenden, alle 
übrigen Termen, für welche M(w-+y) > M(x) ist, nach aufsteigenden Po- 
ienzen von .c entwickelt werden. Man erhält auf diese Weise, nach den ver- 
schiedenen Intervallen, in welchen sich M(:«) befinden kann und welche 
durch die Werthe von M(w-+y) = M(@«am--Pn--y) als Grenzwerthe von 
einander geschieden sind, unendlich viele verschiedene Entwicklungen von 
(9, 2--y). Der Kürze wegen setze ich den speciellen Fall bei Seite, wenn 
M(x) mit einem der Werthe von M(w--y) zusammenfällt; © ist immer 
— em-+Pn und (,2--y)—= 5 -. 
m,n (W-+- 2-4 y)® 
IV. Zu $.7. Bei Gelegenheit der neuen Beweise der Reciprocitäts- 
sälze für die Reste der vierten und sechsten Potenzen, welche ich in $. 7. 





segeben habe, komme ich für einen Augenblick auf meine ersten, aus der Theorie 
der Kreistheilung gezogenen und im 27ten und 2Sten Bande dieses Journals 
publicirten Beweise des cubischen und biquadratischen Fundamentaltheorems 
zurück. Nach der Notiz des Hrn. Prof. Jacobi, Seite 172 des 30ten Bandes 
dieses Journals, welche sich auf jene ersten Beweise bezieht und wie folgt lautet: 
„Diese aus vielfach verbreiteten Nachschriften der oben erwähnten Vor- 
„lesungen (an der Königsberger Universität) auch den Herren Professoren 
„Dirichlet und Kummer seit mehreren Jahren bekannten Beweise sind 
„neuerdings von Hrn. Dr. Kisensten im 27ten Bande dieses Journals 
„S. 289 und im 28ten Bande desselben Journals S. 53 publieirt worden. 
„Der S. 41 des 2Sten Bandes von Hrn. Dr. Krsenstein gegebene Beweis 
„des quadratischen Reciprocitätssatzes ist der nämliche, welchen ich im 
„Jahre 1827 Legendre mitgetheilt und dieser in die 3te Ausgabe seiner 
„Zahlentheorie aufgenommen hat” 
könnte auf mich der Verdacht fallen. als seien meine Beweise nichts anderes. 
als vielleicht Abschriften oder Ausarbeitungen der erwähnten Collegienhefte. Dem 
mufs ich mit der Bemerkung widersprechen, dafs mir, zu der Zeit als ich, nur 
mit geringen Hülfsmitteln versehen (wie die Werke von @aufs und einige Bände 
dieses Journals), so wie abgeschnitten von aller mündlichen, so wie schrift- 
lichen mathematischen Unterweisung, resp. Correspondenz, jene Beweise fand 
und herausgab, die betreffenden Untersuchungen des Hrn. Prof. Jacob: gänzlich 
unbekannt waren, und dafs ich auch bis auf den heutigen Tag keine Gelegenheit 
gefunden habe, irgend eines der erwähnten Collegienhefte mit Mufse einer 
Durchsicht zu unterwerfen. Ich halte es um so mehr für überflüssig, mich 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 3. 36 
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auf nähere Einzelnheiten in dieser Beziehung einzulassen, als meine spätern 
Arbeiten über denselben Gegenstand die Selbstständigkeit meiner Forschungen 
zur Genüge darthun mögen, und als ich schon bei der Publication meiner ersten 
Beweise auseinandergesetzt habe, wie dieselben aus dem Studium der Werke 
Dessen entstanden sind, welcher als der Schöpfer und Begründer der ganzen 
Theorie, von welcher diese Beweise einen Theil ausmachen, zu betrachten ist. 
Wer den ganzen mathematischen Zustand hier in Berlin zu jener Zeit ge- 
kannt hat. wird mir Gerechtigkeit widerfahren lassen; ich bin überzeugt, dafs von 
den oft angezogenen Collegienheften damals kein einziges hier zu finden gewesen 
wäre. Jene Bemerkung des Hrn. Prof. Jacob? war mir aber um so schmerz- 
licher. als sie mich ganz unerwarlet traf, und als ich mich durch das Wohl- 
wollen. mit welchem mich der grofse Gelehrte selbst noch lange Zeit nach der 
Publication jener meiner ersten Arbeiten beehrte und erfreute, so wie durch 
die Bewunderung der unschätzbaren wissenschaftlichen Verdienste des gro- 
[sen Mannes, zur Dankbarkeit ihm verpflichtet fühle. Endlich ist der in obiger 
Notiz erwähnte Beweis des quadratischen Reeciproeitätssatzes vom Jahre 1827. 
abgesehen von einer rein äufserlichen Unterschiedenheit, kein anderer als der 
sechste @aufsische Beweis, welchen Gaufs im Jahre 1818 in den @oeltin- 
ger Commentationes (recenliores) dargestellt hat; der Unterschied besteht 
nämlich darin, dafs @aufs zeigt, die Differenz zweier ganzen Functionen y(X) 
und w(xz) von x sei durch kr X theilbar, während in der andern Dar- 
stellung desselben Beweises, auf welche sich Hr. Prof. Jacobe2 bezieht, gezeigt 
wird, dafs die ganze Function Y(x)— w(x) verschwindet für alle Werthe 
von @, die X=—=0 machen; was offenbar Dasselbe ist. 
Berlin im September 1847. 
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12. 
Aufgaben und Lehrsätze. 


Von Herrn Dr. phil. @. Eisenstein, Privatdocent zu Berlin.) 





N E: sei F' eine homogene ganze Funclion nlen Grades mit 2 Va- 
riabeln; ihre Coöffieienten seien «,d, e,.... und ihre beiden Variabeln .r, v. 


it 


Setzt man r=af-/Pn und y=yS-0dr7, wo ed—Py=—1, so geht F in 
eine transformirte Function F" mit den Variabeln S, 7 über, deren Coöffieienten 
ich durch a’, b', ec’, .... bezeichne; «', d', c',.... sind homogene Verbindungen 
aus a,b, c,.... vom ersten, und sie sind zugleich homogen in «, 5, y, Ö vom 
nten Grade. Jede homogene ganze Function p(a,b,e,....) der Coöfficienten. 
welche der Relation 
ee YES ME....) 

genügt, heifse eine Determinante der Form F. Es läfst sich nun immer 
eine Anzahl von Fundamental- Determinanten aufstellen, aus welchen alle 
andern Determinanten algebraisch zusammengeseizt werden können, welche 
zugleich die einfachsten ihrer Art sind und selbst aus einander nicht zusam- 
mengesetzt werden können. Wie grofs ist die Anzahl dieser Fundamental-De- 
terminanten für ein gegebenes rn, und wie werden sie gebildet? Herr Cayley 
aus Cambridge, der Erste, welcher so viel ich weils, dieses Problem in An- 
regung gebracht hat, vermuthet, dafs diese Anzahl eniweder 4 oder 4(n—1) 
sei, je nachdem rn gerade oder ungerade ist, ohne jedoch einen strengen Be- 
weis dieses Satzes gefunden zu haben. — Wenn man ferner alle Coöflicienten 
der Formen, so wie die Transformations-Coöfficienten o, P, y, 0 als ganze 
Zahlen annimmt. so behalten die Fundamental-Determinanten für alle unter- 
einander äquivalente Formen, also für eine ganze Classe von Formen, sämmt- 
lich dieselben Werthe: es soll nun bewiesen werden, dafs die Anzahl der 
Classen homogener Formen nten Grades mit 2 Variabeln, welche zu dem- 
selben System gegebener Werthe der sämmtlichen Fundamental - Determinanten 
gehören, endlich ist, und es soll die Art der Abhängigkeit der Anzahl der 
Classen von den Werthen der Fundamental-Determinanten erforscht werden. — 
Endlich sollen alle homogenen Verbindungen f(a, d, c,....,2,y) von @,y, 
deren Coöfticienten von a, d, c,..... abhangen, aufgestellt werden, welche in 


' 


ihre correspondirenden f(a', d, c',....5,) durch die Transformation über- 
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gehen, und welche ich determinirende Verbindungen der Form F' nenne. Ich 
habe gezeigt, dals für n=»3 eine determinirende Verbindung zweiten Grades 
existirt; Cayley's fruchtbare Prineipien liefern eine Menge von determiniren- 
den Verbindungen. 


2. Dieselben Untersuchungen in Bezug auf homogene Functionen von 


mehr als 2 Variabeln. 

3. Wenn m — a-—-bi eine ungerade complexe ganze Zahl ist, und «,. =, 
irgend zwei der «--5°—1 von Null verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
x Or ı 0% 

m/f 4 — af. | ‚ü 
° V\ A ) o y\ ) ) 
bezeichnen, so läfst sich bekanntlich x, als rationale gebrochene Funclion von x, 


mit ganzen complexen Coöfficienten darstellen; es läfst sich aber auch, wie 
noch nicht bekannt zu sein scheint, , als ganze Function von x, darstellen, 








deren Coöfficienten, wenn sie auch nicht ganze Zahlen sind, doch nur Poten- 
zen von 2 zu Nennern haben, d.h. es läfst sich immer ein ganzer Exponent u 
finden, so dafs 2".x, einer ganzen Function von x, mit ganzen com- 
plexen Coöfficienten gleich ist; der Grad dieser ganzen Function kann immer 
— a4" —2 gemacht werden. Jede ganze Function mit ganzen complexen 
Coöffieienten der sämmtlichen «5° —1 Wurzeln der obigen Gleichung läfsı 
sich daher. wenn man sie zuvor mit einer geeigneten Potenz von 2 multi- 
plieirt, als ganze Function einer einzigen dieser Wurzeln mit ganzen complexen 
Coöffieienten darstellen; und zwar kann dies nur auf eine Art geschehen, wenn 
der Grad der letzteren ganzen Function = «°--b’— 2 angenommen wird. 

l. Wenn ein und dieselbe Function zweien verschiedenen Differential- 
eleichungen genügt: die einfachste Differentialgleichung für diese Function zu 


finder. 








ha EEE 


Druckfehler in diesem Bande. 
‚o. st. Factoren |]. Primfactoren 


S. 127 2.6 v 
— 154 — 2 v. u. st. reelle Theil I. Coöfficient von i 
— 151 — 9 v. u. st. führen, sind |. führen 
— 1852 — 2 v. u. st. vierte |. dritte 
— 1856 — 8 v. u. st. Determinate 1. Determinante 
— 189 — 12 v. o. st. das Folgende |. die folgende 
— 221 —6 v. u st. ——— Il 
(2— a)” (DK c}/ 
— 240 — 12 v. u. fehlt in der Formel der Factor g(.r) 


— 251 — 17 v. o. st. Acht hat 1. berücksichligt 
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13. 
Theoriae transeendentium Abelianarum primi ordinis 
adumbratio levis. 


(Auctore Dr. A. Göpel.) 





Ouum theoria transcendentium Abelianarum jam inde a longo tempore geo- 
metras defatigaverit, cujus rei hice annales et praemium anno praelerito ah 
Academ. Paris. propositum testes sunt amplissimi, ita et ipse ante hos septem 
vel octo annos nonnulla in hac re excogitavi. Etenim quum funclionibus 
ellipticis operam darem, stalim deprehendi eas methodo ab Abelana illa ce! 
Jacobiana omnino diversa traclari posse. Neque longum fuit quin animad- 
verterem, hanc methodum quaestiones multo generaliores amplecti et funda- 
mentum esse theoriae transcendenlium Abdelkanarum, imo omnium quae ex 
integratione quanlitatum algebraicarum oriuntur. Has meas lucubrationes cum 
seometris communicare in dies distuli, sperans ut aliquando tempus darelur. 
quo dissertationem accurate elaboratam et atientione doctorum dignam ollerre 
possem; praeserlim quum analystarum neminem talem tractalionem ne suspicari 
quidem viderem. Verumtamen prodierunt nuperrime in lucem binae epistolae 
D' Hersnite tribus annis abhine ad D" Jacobi datae (cf. T. 33 hujus diarii) in 
quibus quum plura doctissime de transcendentibus altioribus disputavit, tum non- 
nulla e theoria funetionum elliplicarum proposuit, quae meis tam similia erant. 
ut mihi eandem viam ingredi videretur, quam ipse absolveram. Quamobrem. 
ne mea obsolescerent. incomte quam omnino nihil dicere malui; quanquam 
doctissimus vir se idem in theoria transcendentium Abelianarum adhuc prae- 
stare non posse fassus est. Conslilui ilaque, editore hujus diarii humanissime 
admonente, theoriae novae specimen aliquod tradere, quantulumeunque est; in 
quo conscribendo quum magis quam oplabam festinandum fuissel, si quid minus 
lucide et coneinne dietum est, veniam lectoris pro sua benevolentia et illa 
rei condilione imprecor. Viam autem, quam hie geometris patefeci, aliis per- 
sequendam et excolendam relinquo, fortunatis, quibus „Deus haec otia fecit.” 
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Praeliminaria. 


Constat ex elemenlis, quamlibet expressionem quadralicam binarum va- 
riabilium a et b, qualis est 
(1) ea-+2Ppab--7b’--2da--2eb-1-[, 
adjecta idonea constante, transformari posse in summam duorum quadratorum : 
(2) (ur-ak-+bL’-—-(wW-aRK' bL"). 
Quod in theoria seclionum conicarum est problema de reductione aequalionis 
ad centrum et diametros. Exeipiendus autem est casus, ubi 5” —=e«y quae 
aequivalet conditioni ALU’— RK'L=0, qui talem transformationem non palitur. 
Nam quum in universum habeaiur 


B4 pA+tgyY „A—pF ) 
n — Ye “ vo: tg) 








expressio (2.) eo casu reduci polest ad formam 


Ku— hu ) 4 /Kut+K'W+ach®+K")+b(KL+K'D)N 
v(K?{Kk':) Bes. Y(K?-+Kk':) ) 





quae manifesto locum habere nequit, nisi est "= ey, et adjecta idonea 
eonstante revera unum tantum quadratum continet. Hune itaque casum,. ubi 
KLU—K'L evanescit, eliam hoc loco exeipimus alque e nostris disquisitionibus 
exeludimus. 

Constantibus, quae sunt in expressione (2.), speciem paulo diversam 
tribuere placet. Loco enim ipsorum u, A, L, w, K’, L’ ponemus uyr, 2Kyr, 
2Lyr, wWyr', 2K'yr, 2L'yr', et considerabimus formulam 

(3.) r(u+2aK +26 2) --r(W- Rah’ 2bL). 
Jam patel, quod omnium quae sequuntur fundamentum est, si variabilis a unitate 
augeatur, idem esse ac si quanlitas % capiat incrementum 2A sömulque «' in- 
erementum 2Ä’. Item si variabilis b unitate augealur, idem esse ac si quantitates 
u, u simul capiant inerementa 2L,2L’. Quare si formatur complexus terminorum, 
qui ex expressione (3.) pro singulis valoribus integris indieum a et b oriunter, 
manifestum est, hunc complexum, positis @-+-2A, wW--2KT pro u, w (vel 
etiam u--2L, W--2L’ pro u, w), ipsum in se redire, quoniam quivis ter- 
minus in proximum abit. Idem omnino valet de complexu terminorum, qui ex 
qualibet functione expressionis (3.) pro singulis valoribus integris indieum a et b 


proveniunt. 
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Expositio problematis. 


Fingalur itaque series bis infinita, cujus terminus generalis sit funelio 
exponentialis ipsius expressionis (3.), quae denotetur per e"P” (u, u). 


er“? } ru‘: pp" (u uN Se“ -2aA+bL)?+ rilur +?ak'+2bL) 
’ \ 3 J . ’ - J 


sive explicile 
TEE ai 


’_Let«+2X—2L) Lr‘(u +2 K‘ ’L’) | 
\ 7 ar Er a Be Bu ||. -2K)?+ rw +2Kt) 
[  Lgrtw—aK+2L)° Hr 2ht +2)? gru+2L)° true HL)? grwus2K HL) ru HRRCH2L) 


| M e’(u—2K-2L) +r(w—K'—2LN)?_| ertu—2L) Hr(wW—?L') 


I 
Ex antecedentibus constat hanc funelionem ipsarum u ei w esse perio- 
dicam, ita ut pro valoribus simultaneis 


— u12K, u+AKk, etc, u+2L, u-4AL, etc. 
u" — wW-+2K', W-+4KR), ete., uW--2L', wW--4AL), ete. 





in se ipsa redeat. Juvat autem valores, quos illa pro intermediis urgumen- 
forum u et u valoribus aceipit, peculiaribus nolis insignire. Itidem seriebus. 
quae ex iisdem terminis, alternantibus tamen signis, compositae sunt, sua siena 
dabimus. Hoc modo oriuntur sedecim funcliones ipsarum et @, quas sequenli 
modo denotamus: 


et P'(u,u) = S(—1)' x in eundem faclorem 
ep" (u,u) —= S(—1)'x in eundem 
eu: Pp"'(uu) = S 1 X in eundem 
er OU) == TE Wa 2 a4 DAHIN) 
Fe Q'(u,uW) == S(—1) X in eundem 
(4.) \ Erg" uU) — S(—1)' X in eundem 
let Q" (au) —= S 1 X in eundem 
eu, u) Fe Ss(—1).t erlutr2aÄ+2b+-HL): ru t2ak’+ 2b DL) 
eur (uW) = S(—1) X in eundem 
ER" (u,u) —= S(—1)'xX in eundem 
ER" (au) —= S 1. X in eunden 


31“ 
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TREE) = BAT ERFAHRENEN + u HN) 
er (uw) = S(—1)' X in eundem 
(4) je 8 (u,uW) —= S(—1)' x in eundem 
eg" (u,uW) =S 1 X in eundem. 


Sed quum argumentorum et periodorum duplicitate major, quam com- 
modum est, molestia seribentibus et legentibus creetur, abbreviationibus non- 
nunguam utemur. Ita pro Pu, w') simplieius scribemus P vel P(u). Similiter in 


quanlitalibus exponenlialibus eam partem, quae ad secundum argumentum w’ spectat. 


ei“ H2aA+2%bL)?+ r(u+2aK+2bL)? + r/(uw+2aA '+2bLr) 


saepius omillemus, ita ul “sit pro e@ ; 
er Ritn  TTERIEET, Piae--A) wo Pint4,#W-14) 
et cetera. 

Hisce positis, oporlet proprielates funcelionum P, @, etc. investigare 
et relationes algebraicas vel differentiales inter illas invenire *). 


P pP 
Periodieitas functionum P, 0, etc. duplex; functionum 0’ etc. quadruplex. 


Quemadmodum in antecedentibus funclionem e“+"P’" dupliei periodo 
2K, 2L (cum correspondentibus 2A’, 2L’) gaudere vidimus, ita eliam functio- 
nes ED", ER”, es" eadem gaudere in promptu est. 
Reliquae autem, quarum termini alternantia signa habent, applicalis illis periodis 
ex parte signum mutant, sieut tabula infra apposita demonstrat. Functio ex. gr. 
er), posilis u+-2K, W--2 KR pro u, w, in sequentem abit 

eur +...7Q(u--2K) — S(—1)t erturtet9K42D)° +... 
sive posito a—1 pro a, unde nihil mulatur, in 


g'tut2K )?4 rg O(u - 2 Ä) wen (1) eu +(?a+1)K-+?2bL) 
u _ or? a 2 


Periodo autem iterum applicata, signum iterum mutatur et functio nostra in 
pristiinum stalum reverlitur, ita ut sit 


erturt+K)? PEN Vu fl R) PORN em ruf? O. 


Functiones tlaque e“""P, etc. mulalis u, W in u-4K, W-4AK', 
vel in u-AL, wW--AL’ nihil mutantur. (Quod primum est. 
Verumtamen etiam functionibus ipsis P, Q, etc. suae sunt periodi, ab 


llis diversae. Divisis enim aequationibus (4.) utrimque per e’“*”"", exponentes 


*) Vix necessarium videlur peritos monere, simili modo functiones trium vel plurium 
argumentorum considerari posse; quae ad theoriam altiorum transcendentium perducunt. 
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singulorum terminorum fiunt expressiones Zineares ipsarum u etw. Erit ex. ar 


n a+b „2(2a- u+rKrur) + 2QQb-+1)(rLu+rL'iur) + r(Qa+ DD K+2-+DL)? + 7/2 +(2b+DL’) 
Ss — (1)! eC° I)\(rKu+r'K'ur) + 2(2b-+1)(rLu+rL'u) + r(Qa+ NM K- IL)? + r/(Ra+DA 


Quamobrem facile invenientur binae periodi 44 et 43 (cum correspondentibus 
14’ et 4B’), quibus applicatis quivis terminus in se ipse redeat. Debebit 
enim esse 

. 4rAK-+4ArAkK'—=ni, ArAL--Aräl 0, 

6) SarBK-4rBK'—0, ArBL{4ArBU——ai, 
unde fil 














4 al'i Bi 3 al: u 
. = Ar (hl —K'L)’ “7 
( ) ne; zK': B ae ı Ki | 
Ar(kl—h'L)’ 4 (KLU—K'L) 


Habentur itaque inter quadrantes A, B, K, L etc. relationes sequentes 
AK'— BL, AK — BL. 


Functiones itaque P, Q, etc. mutalis simul u, wW in u--44A, uw 414 
rel ın u--4B, wW--4B’ nihil mutantur. (Quod secundum est *). 


) P h 
Quolienles —, etc. manifesto habent periodos 4A et 4B, quae singulis 


. j , P Ariel. 
funetionibus P, Q, ete. conveniunt. Sed est — 0 FRRg et similes. Unde 
quoliens z habet etiam periodos, quae singulis e"T""P, ee" Q, etc. con- 
veniunt; hasce dico AK et AL. 

Quotientes tlaque binarum e functionibus P, Q, etc. quadrupliciter 
periodict sunt et mulatıs simul u, uw in u--4AA, W--AA), vel ion u--AB. 

'14B, vel in u--4K, wW--AK’vel in u--AL, wW--AL' nihil mutantur. 
Quod terlium est. 

Quamvis autem in universum argumenla per inlegras periodos (44 vel 
4B, vel etc.) incedere debeant, ut functiones P, @, etc. vel EP, ete. 
eosdem valores accipiant, sunt tamen nonnullae, quae post dimidias jam pe- 
riodos in se reverluntur; cujus rei supra vidisti exemplum. En tabulam con- 
spectum mutationum offerentem, quas illae crescentibus argumentis per dimidias 


periodos subeunt. 





*) Videtur etiam tertia periodus 45 (et 40’) inveniri posse, siquidem ponitur 
4rbK-+4r'V K'=uni, 4rbL+4r' U! U= vni 
existentibus « et v numeris integris. Sed invenitur 4b,=4u A—4rvB, 4" =Au A—4vb: 
est itaque ex periodis 4A, 4B conflata, itaque ab is non diversa. 
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[ 24 2B 2A+?2B ?2K ?2L 2K-+2L 


ER RR 
Dee 
De al 
A 
RT -+- — — + 

nn R eo 

NY - a . Eee 
on pas Pr 


| y je; Ag n* be; +4 RE 
\ ‘ i 





Hine ex. gr. facile desumitur esse (u --2B) = Q, Qu-24- 2B)—- — VO. 
Iloc lamen pröbe tenendum est, signa sub rubrieis 2X, 2L, 2K--2L adnotata 
non relerri ad ipsas functiones P, Q, etc.. sed ad hasce e“'+“"P, etc. In- 


venielur itaque ex. gr. non O(u--2L) = — Qu), sed 
e\“ L)?-+r(u+?2L‘' Vu - 2L) rei Ed Bu lien 


vel si mavis 


EERETEEEN O(u- 2L) = — Vu). 


Nexus inter sedecim funcliones P, O0, etc. quoad argumenla. 


Functiones €" P", ON, ER”, et" hoc modo 
alleras ex altera deduximus, ut argumenta a, w quadrantibus periodorum 
(K, L, K--L cum correspondentibus A’, L/, A’--L’) augeremus; de quo 
retrospicias ad aegq. (4.). Idem valet de quaternis illis functionibus, quae vel 


duabus plagulis, vel una, vel nulla notatae sunt. Prorsus simili modo ex hisce 
p'. 0", R”, 5’ dedueci possunt aliae, si argumenta quadranlibus A, B ei 
4--B (cum correspondenlibus) augeatur. Quod si facis, in ipsas illas func- 
tiones P, P', P’, @, etc. incidis, quas supra definivimus (vid. aegg. (4.)): 
unde manifestum fit, non temere nos tales funcliones introduxisse, quarum ter- 
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mini alternantibus signis affecti sin. Etenim quum habeatur ex. gr. 
0 ek 1 De a ie HL’) +a 
ubi @ est constans, qua hoc loco non est opus, fit adhibilis aeqq. (9.) 
:O(u JE 4) en 2,8 — 1)’ eternlr Kur KtuN) H4b(rLu4+rLtw 
. Rn Y \a o2Qa+1)(rKu+r Ku) + 4b(rLu4 rt Lu) 
:Q(u--B) = S(—1)'e 
ergo e nolalione noslra 
| \ ! / | \ ! 
Ou+A) = 0, OB) — Q". 
Sequens tabula mutationes ante oculos ponit, quas functiones post quadrantes 
periodorum paliunlur: 











A B A+B| K I; L HL | A B A+B| Kk | IK-+2 

P' p' p" | pri iO iR Ss pr| pır| p p' io" | BR"! is" 

0 0' 0" o" P |—i9 |— R 0" og" 0 0' ‚p' ıg" iR" 

R| RI—Rr\—R" —iS| iPI-Q| r"r, rk" R| Rise |pr |igr 

(S.) Ssı— s' Sr st'—_iR — 0 | P sr| st _S St;R" \o" ip" 
I ) 


#1] p pP” p" 0 | ik ıs' p' pr Pr p ( I Rr"' Ku 
0' AR 0 o" BR 0" pP is’ iR o" —(" 0' = 0 pr! sm kr" 
R' R |— Rt —R" s ;p' iQ! R"' R" R' R| sr pr om 
s| si-se| sr! m) io) ip] Ssm—-s"| s! S|rr\or| pr 





























\ 
\ 


De columnis, quae titulis A, L, K--L inscriplae sunt, idem quod supra mo- 


i 








j 


nendum est. Harum tabularum (7.) et (S.) maximus erit in sequentibus usus. 
(juippe quarum ope ex data aequalione inter quanlitates P, Q, etc. deducuntur 
quindeeim aliae, quae inde auclis argumentlis oriuntur. Ceterum in medio est. 
quomodo tabula (7.) ex (S.) derivari possit. 


Valores argumentorum pro quibus sedecim functiones P, 0, etc. evanescunt. 


Inter functiones P, Q, etc. decem sunt ordinis paris respeclu variabilium 
simultanearum , w'; videlicet P, P', P", P'"; Q', 0"; R®', R'; S, s".; 
reliquae sex imparis, nimirum Q, Q'7; R, R'; S’ S”. Ordinis aulem paris 
ad similitudinem functionum algebraicarum eas dieimus, quae mulalis @, « in 
— a, —u' non multantur; imparis quae signum mulant. Decem itaque illae evolvi 
poterunt in series hujusmodi 


2 | 2 Iı Aa n\_| vur__u Bat I ai 1 „ Be 1 „, 4 Mr CEROEn 
a--(PUu PıU U | Pr U #1 (7 u | Yı%ı u | ZU u | yuu y,U 7 ele.: 


reliquae sex in tales 


! ] 


(ua u) (PW+pwWW-- nuu"--,u")-- etc. 








(Y.) 
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Güpel, 


2=] 


- 


Nam fit ex or. 
1y” ert«—Ra+n K—2bL)24 


()uod ex ipsa expressionum (4.) 
ru? +r'u'?22 14 ' 
er QO(—u, —u') 


forma cognoscere licet. 
— a / 
—— N) EP 


hine positis —a—1,. —b pro a, b, quod salvo valore facere licet. 
ru? ruf? 0(—u, \ -u') rn. S(—1)° +-b era H1)K+?2bL)?-+.. *, 
ergo O(—u, —u)—= — ((u,w). Similiter erit de functione Q". Reliquae 


0”, quum singulis terminis signum (—1)* non sit praefixum, 


. 


autem binae @', 


ımmutalae manent. 


Hine intelligitur, istas sex funcliones imparis ordinis evanescere pro 


! 


u-=-0. W“=0; bini enim termini se destruunt. Sed quum quaelibet harum 


funetionum tabulae (S.) ope in reliquas quinque mutari possit, oportet eam eliam 


pro quinque aliis valoribus evanescere. Ita quum ex tabula (8.) habeatur 


R'(u+-4A-D) = —R"(u), 
wre Dee -L) = et. 30" (w) 
fit propter @" (0 etiam 
R'"(K-L)=0, nee non R’(4+B-K--L) =0. 
IHine naseilur tabula exhibens valores, pro quibus sedecim funcliones P, Q, etc. 


evanesceunt. 



























































d 0 | 1% | R R' Ss’ Ss” P | P 
Ben 0 | 0 0 | 0 0 | K L 
3 u lang A K L L A+K 
HEIL | 4K| © A+K | AB | A4L AHL 
K+L | AHB4L | BIK | AHBAK | AHL | BAK | B4+K | KAL 
HL | BtRAL | K4+L | AHL4+K | A4B | B+L |A4K4L) A4B4n 
I-KÄL|A4 BKL BKL At B{L+K|A+ BL A+ B-K|BA+ K+L|A- BA KL 
pr \ er : | we u | Ss <s 
I I | Q | 0 | R | R | S 5 
„al. | Ale B B lala 
B+K B+L | L A+B K AB B B 
B+L AHB+K| 4+B AHL | A+HB| A4K K| AL 
K+L |A+HB+L| K+L BL K+L B-K L | B+K 
A+B4+L |A+K+L\A+B+L| B+K+L \AtB4K| ALK4L |A+B|AHBAK 
ALB+K+L B+K+L|A+K+L|A+B+K+L|B+K+L|A+B4K+L| K+L | A+ BA 1 
Monendum autem est primum, alteri argumento valores corresponden- 
tes 0, BD, A'-—L/, et sic porro tribuendos esse; secundum, functiones nostras 


periodieitatem eliam pro aliis et infinite multis valoribus evanescere; 


propter 
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eos dico. qui ex illis oriuntur addilis semiperiodis 2A, 2B, 2K et 2L. Quae 
consideratio etiam in construenda illa tabula adjumento fuit. Inventis enim sex 
valoribus argumentorum, qui ipsam @ nihilo aequalem reddant, quum sit 
0" (u--B) = O(u), singulis addendus est quadrans 2, ut inveniantur va- 
lores. pro quibus ipsa Q" evanescit. Wabentur itaque DB, 2B, A-B--L, 
B-K-L, 2B-L, A-B-K-L, vel simpliciu B, 0, A- B- L, 
B-K-L,L, A+B+K--L, quos in tabula legis. Et sic porro. 
Animadvertisti in aequationibus (4.) notas functionales @, 0" ete.. uno 
verbo eas, quae pro 4-0, u —-( amnihilantur, factore imaginario ? allectas 
esse. Quod quum arbitrarium esset, ideo factum est ut analogia funetionum 
elliplicarum, quantum fieri posset, conservaretur. Consideralis enim quadran- 
tibus A, L, sieut in illa iheoria usuvenit, sub specie imaginaria Kr, Lr, se- 
deeim funcliones nostrae sub specie reali exhiberi possunt, ceujus ecce exempla: 
Puu = S(1)" gg" g cos(laxr--2br'), 
Vlu,u) = S(—1 
siquidem ponitur 
2rKu-2rKkK'W = ı, 2rLu--2rLu — «, 


—4rK?—4r'K'? ___ 
e = 46 


er" sinl2a—-1)r-—-2br'), 


/ 


4rKL—-Ar’K'L' —4r[L?—4r Lt: 
4rKL-—-Ar’K'L' ___ Yı> E r +1 Zi g:- 


Relationes algebraicae inter functiones P, O, etc. 


Evolvantur quadrata ipsarum P, Q, etc. Quo facto invenietur, unum- 
quodque lineariter per qualuor novas series exprimi posse. Datur itaque inter 
quina quadrata relatio linearis. Calculus autem hune in modum se habet. 

Ponatur 

(10) et X— S(—1jrtPettttmKrahndDt... 
yuae forma omnes illas (4.) ampleclitur; tribuendo enim literis p, q, u, v 
omnem ex ordine combinalionem valorum O et 1 nascuntur sedeeim illae aequa- 
tiones. Ponalur iterum, quod idem est, 
gtitut fo — S(— 1)P%t gb pur tu K+H RE A4)L) +... 
et instituatur multiplieatio,. quod fit multiplicando terminum seneralem alterum 


per alterum. Hinc posito 


(11.) 


\a- 4 =E&, b -+- b, = v7 
ı- =: b-b = 4, 


et advocata formula 


Y 


2 | „> -- 1 » „\2 1 | a\- 
+ = te -y4Hety) 


13 - 
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prodil 


( 19. ) erru? 1-2rtu? X” ach S(—1)P +94 ertei K+9,L)?+.... ertu Her) Ä+I+rm)L)’+... . 


Literis &, 9, &,. 9, singuli deinceps valores integri tribuendi sunt, ea tamen 
conditione ut, quod aegg. (11.) sibi postulant, & et &,, item 9 et %,, simul vel 
pares vel impares valores naneiscanlur. Hinc patet, terminos seriei (12.) in 
quatuor genera distribui, 


prout pares valores ipsius & cum paribus ipsius # combinantur 


vel impares - - = & cum paribus =. - 
vel pares = = e cum imparibus =. 
vel impares -..- _ e cum imparibus - 0. - 


Manifesto autem summa terminorum, qui ad idem genus pertlinent, sub forma 
ducti e duabus seriebus hujusmodi exhiberi potest: 


(13.) Sertaktd,L)’t.. SgrlurlerwKrWtnD?’+.... 


namque factor (—1)"’*9”" pro terminis ejusdem generis idem manet. 
Dispeseitur itaque series (12.) in quatuor summandos ila: 
(14) ECT — au (—1P au +(— 1) au +(—1)P*ra.. 
ubi @,, denotat valorem expressionis (13.) pro paribus valoribus ipsius « cum 
paribus ipsius 9, a,, valorem ejusdem expressionis pro imparibus ipsius « cum 
paribus ipsius «+, et sic porro. 


- 


Jam descendimus ad valores parliculares ipsarum p, 9, «, v, et posilo 


hrevilalis causa 


2rur+?2rru TV Oo __ SS ,?rlur+2eK+2I9L)?-+.... 
ezrur+zriu fi mini se 4 s 
erutrrur ff — Serrtutle+nK+3IL)? +... 
- 5 —n ud ’ 
( 15. ) gr“ +-2r’u? V en Ser HER+(2I-+NL)? +. . 
2rur+2rtw2 97 __ 2r(u+(2e+ DK+R2I-+1)L)?+.... 
ere+?r'u 7 aomons Ser &+ + )?+4 i 
itemque istarum valoribus partieularibus pro u—=0, "0. 
_—_ No?rrl2eK+23L)?+.... 
it = Ne h 
u = yet 2ce+1)K+29L)?+.... 
(16.) 
ou a o2r(2ek +2 I-+1)L)?-+ 5... 
u u i 
— Ser (8 HM)A+RIH+HNDL)+... > 


invenimus aequationes sequentes *)., 


*) Experti facile providebunt, hasce aequationes ad transformalionem secundi ordinis 
nostrarum funclionum pertinere. Nam si in nostras notaliones Pf, «) etc. quantitatem » 
introducere volumus, ita ut audiant P(«,w;r), functiones illae T, U, FV, W exhibentur 
hoe modo P" (u, W;2r), O'"(u,w;2r) etc. De quo infra. 
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’P = ıtT-uU-vV{+uW, ER —vT-wU—-U+uW, 
P" — tT4uU—_vV—uW, DB? — vT-wU—W—uW, 
P" —= !T—uU-vV—wW, R"” — veT—wUÜ-LV —uW, 
Pr — tT1uU-1vV4wW, R"r— vT+wU-iV-uW, 


(17.) 
0" — uT—-tÜ—wV--vW, Ss” veT —rÜ— uV-ıW, 
0” Bu uT- IU-wV —vW, g" en wT - vl uV iW, 
0" — uT—tıU-wV—vW, Ss" — „T- vU--uV —ıW, 
O0" uT-+tUÜ-wV--vW, Ss" — „T-vU-+-uV-tW. 
Selectis itaque quatuor quibusvis e quadratis P’, @', ete.. functiones 
Zu 


i,d,V, W, ergo etiam reliqua duodecim quadrata poterunt per illa lineariter 
exprimi.  Coöfficientes harum relationum pendebunt a valoribus constanlibus 
/, u, v, w. Praestat autem valores particulares ipsarum P, Q, R, ete. intro- 
(ucere, quam alienas constantes. Quamobrem inveniendae sunt relationes inter 
/,u,v, wo et inter valores, quos functiones P, Q, R, etc. pro a0, u" —- 0 
induunt, quos per correspondentes literas graecas easque minusculas significa- 
bimus. Id quod fit, ponendo in aegq. (17.) u—0, W"—V0. 


Hine habetur 


a — FF uW"—v"+Ww, 

z a = fu —v’—w, 

(18.) wer ner 

ar — r— u" -- v!—w, 

Dr — +" 4W, 
\ 2tu— ?2vw, k'" — 2tu- 2vw, 
(19.) 07 — 2tv —2uw, 0” — 2tv-- uw, 
| ® — 2m —?Ruv, 0” — 2tw--2ur. 


, 


Valores A, K", o, 0’, 0’, 0’ evanescunt, siculi fieri debere supra vidimus. Ex 


(1S. et 19.) deduceuntur sequenles: 


5 ö®- 1” - 0" +0" nn AU, 
| | — a" —-a” a” — 4uw, 
(20.) 9 | =? I: ll? — 11? Aa 
— 0" DD -8 -W 7 = Av, 
&—- 0" —o”r- oa" Zn 4 m. 
a ze Zn 4tu, kE'"_Rk"” nnuoren dv, 
rc - 24 ı m ss . 
(21.) "the, Re” = Au, 
| or L® — Alu, or—0 — 4uv. 


"c) % 
99” 
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Eliminatis hine ipsis /, w, ve, w restant sex aequationes inter constantes ®, ©, elc.. 
yuarım itaque sex per reliquas quatuor inter se independentes exprimi poterunt. 
Verum hoc loco sufficiat, insigniores relationes inter ipsas apponere, quarum 
posterum usus erit. 
Ex aeqgqg. (21.) invenitur 
(22) KK" — dt = oO "— oA (= 16tuvw). 

Ex aeggq. (15.) et (19.) est 

o-+0° — (tw) — (u--v),  —0 — (t—w) — (u—v). 


ergo 
a er 1! — Pf „ 
a — ot = a’ —k' = o"r— 0" 


2330| | | 
IE tt4utotw) (tur w)t—utv—w)t—u— 040) 


Similiter invenitur 


at — Kot Kot (et w)(u--v)). 
hine adhibitis aeqq. (22.) et (23.) 
(24) scheu ee, 
rat — o* LA" Bi RL Kr. 


n 


Porro est Bor Or A An: dehine et similiter: 


or ©” Frl ne a"? 
(25.) ao" — a" — K"k"", 
2 m 2a. __ „m. mm 
u ee, 
Fan) m — 112 ! m _2 
"k — / = 0 OO, 
06 or" _ 2 ok" de o"” 0, 
). » . — ’ ’ 
( o" 7 Ale = ö®- fe? BEER 0" en 
FrıAE] "ld zug o”k” u Me O2, 
or — Do”? — Kr 
oo m2__ o go ai ko", 
? . \ m .nm mm m , 


— 2 FR 
oe 0 0 —-0 oo" = KO, 


or" rn _ of"? 0" Aa Alk: a” 

y — oo" 0 ah ke" er, 

\o 2 —" 0 ame k" ur, 

‘ 2 = 
(28 .) ) ©" oO" ul? 2 mn m 
— at — Ko", 

ot. m Bu 0 0? u: P Al ot, 


*) Aequaliones (22 —28.), si series dupliciter infinitas respicis, quae literis ©, %, 0, etc. 


Au Pa 


denotantur, haud minus memorabiles sunt, quam illa una, quae in theoria functionum ellipti- 
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Aequationum (20. et 21.) ope quantitates /, vw, v, w poterunt elimi- 
nari ex aeqgq. (17.), quo facto eliminatis etiam ipsis T/, U, V, W ex quinis. 
invenielur relatio cujus coöfficientes per constanles ®, ®,..... exprimuntur. 
Quae melhodus nimium molestos caleulos poseit. Semel autem cognitla aequa- 
tionum quaesitarum forma, ex. gr. 

P* — aP"-—-bS"”—- cP"-+ds”, 

res multo faciliori negotio per considerationem valorum parlieularium ipsorum 
u, w absolvitur. Positis enim u—0, «—0; velu=K, W— K'; vel simili- 
bus, mox habebitur tabulae (S.) ope sufliciens numerus aequationum, ex quibus 
coefficientes a, 5, c, d determinare liceat. Fit enim 

pror u=K, W“ =,’ 0 = ak” —deo”, 

proou—= A+L, W"= A--L; 0 = ceo"—AK"", 

pro u—= B-K, W=B-K'; 0 


— ak? 1.50", 


pro u — (), u — 0;  — aß” — ca", 

pro u — A, u — 4}; oa" — au bo’ --ca""--do”". 
Ex prioribus tribus stalim coneluditur esse «= eo"”o””, b— —eo”"k"" 
c—=—ek”k"", d—=ek"go”"; quibus valoribus in quartam substitutis fit 

ü — e(@ oo — o"k” Be 
sive propler aeqq. (25.) 
de e(@" (oo  _ ©") _ ar —_ are \) 
— —eü (a"— a), 

1 ' ’ N 
unde e = — —ı—_m- Quodsi valores ipsarum a, db, ce, d in aequalionem 
quintam substituere mavis, habebis 

a" — eo "oO" — oO" — "KR" +0" ko"). 
sive 
Frı in mr e(0"" (@ 0" u k"? 0°) PEN. (ak — go"? o"?)), 


quae propter primam ipsarum (27.) et ultimam ipsarum (26.) abit in hane: 


—n —n.,N —Nn tr — 12 / 
o’ = ea od "— ak) = ea”(o"*— K*), 





carım earum locum tenet, videlicet 
A—2g9+24'—2P+...)' +2 +24+24°+....)' = (1+24+24'+29’+....)". 
Cf. Jacobi, Theoria funct. ellipt. p. 184. 
*) Data aequatione homogenea gradus m“ inter quantitates P, G, ete., licet etiam 
quadrantes AK, L, K+L applicare. Quod manifestum fit multiplicando aequationem per 


emru + mu? 
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haec aegg. (23.) gralia in sequentem 


? m A — IN 
1 = —-—e(a'—o"). 


’7 





unde e—= — ——;, sieut supra. Funetio itaque P° hune in modum exprimitur 


el i —! 
dt) [ 


(29.) (— oa) P— — ul Ye P"- Ol A Ya = u id - 6 
ix hac dedueuntur sequentes ope tabulae (S.) ponendo vieissim u K--L, 
u- AB, u,-4A-+B-K--L pro u: 
N 0" SS? __ 72 07,8” wur ‚ır pr - PAR Al. se”, 
(30.) | a— a )Pr7— FRrP_— gms m. Pr LOFE"S”", 
(X — 5 ',8"”- Ko P — KURS" —ı ee _- 0" > N 
Similiter similia: 
ar— a) = Dh" PR DS” — a" PR 0°" 8", 
(31.) | a" — @ Br = —a"o”P" a" S”10” gr Pr ar KTS", 
el celera. 
Quoniam hoc modo funcliones P, Q, etc. algebraice ad quaslibet qua- 
ternas (die P', 85°, PT, 5”) reductae sunt, restal ut relaliones inter has qua- 


>y/? 


tor invesligentur, quarum manifesto nulla inter quadrata P”, S”, P'”, S"” locum 
habere polest; tune enim aliquis co@flicientium a, 5, ce, d, quos jamjam deter- 
minavimus, indelerminatus evadere debuisset. Oporlet itaque producta binarum 
PQ, PR, etc. considerare. Quem ad finem itidem multiplicatio terminorum 
veneralium inslilui potest. Allamen quum praevidere liceat, hoc modo ad 
relationes lineares inter produela binarum perveniri, calculus simplieissimus con- 
sideratione sequente perleitur. 
Si datur relalio inter producla binarum, talis ex. gr. 

PS = aP'O0-A, 
ubi & summam reliquorum terminorum denotat, fit etiam ex tabula (7.) 

PS = —aP'0- 
ergo addendo, 2PS — 4-- A, ex qua productum P’O eliminatum est. Re- 
latio itaque ea, quae ipsum 2,8 continet, alios terminos conlinere nequit, nisi 
tales. qui adhibitis mutationibus jabulae (7.) immulali maneant. Qui sequentes 
esse inveniuntur: PS’, P’S”, P"S”, OR, OR, Q'’R', Q’R”; qua 
propter haberi poterit 
aPSsS--bLP'S’—- cP"Ss" - Br) edR--fOR--gyO"R"-4Q0"R" —0. 
Hi tamen termini ope tabulae (S.) in dua systemala quaternorum discerpunlur. 
Mutato enim @ in w--RK--L, ala Pin S et S in P mutatur, fit 
aPsS —IP'S’ — cP"S "+ dP"S"-—- eQR— [OR —gQ"R"- 10" R" — 
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unde addendo et subtrahendo dedueitur 
aPS --dP"S"--eQR -kO"R"—- 0. 
bP'S’+cP"sS" —-fOR--gQ0"R" — 0. 
Et generaliter dato quolibet producto, verbi causa RS”, inveniri poterunt Iria 
alia, e quibus cum illo relatio linearis formare liceat. 
Ponatur itaque 
aP'S’--bP"S"—-cQR--dQO"R" — 0. 
Hinc tabulae (8.) beneficio deducuntur sequentes: 
aPS -bP"S"—-cOR --dQO"R" — 0, 


ap" Ss" bPS -cQ0"R"— dOR —U%. 
aQR -- A e PS -—-dP"S" — 0, 
aQ"R”-- DOR -—-cP"S"— dPS 0, 
ınde, posito 2=0, W"—0, 
aaßo -—-ba"o"--dk"o" — 0, 
an" "1 boöo Fe N zu. 
bk"o"— cao --da”co" — 0, 
ak ea" doo =. 
Valoribus ipsarum a et 5b ex posterioribus in prioribus substitutis fit 
dk""o"" are do" ea 1 
ck""o"" — c(@a” 0" — @'0R), 


quae propter aegq. (28.) identicae sunt, ita ut e et d arbitrariae maneanl. 
Posito itaque 1) ce=1, d—=0; 2) e=0, d==1, inveniuntur binae quae 
sequuntur: 





k'' 0" 0' R 
PA 0" 0" R' 


Fr Ya Ps’ _ ® 6 pP’; Sg” 
— DoP' Ss’ - o'« p’ P' N” 


\ 


(32.) 


\ 


Istae aequationes suppeditant novam, quam quaesivimus, relalionem inter 
quatuor quantitates P’, 5’, P", S”. Nam quum ipsas 0’, AR’ ex antecedentihus 
per illas P', 5’, P", S” exprimere liceat, obtinetur 


ko" OrR” — (o"'0"P'S’— ooP" Ss" 
sive e formulis (31.) 
k’? oe" (ak pP” — Tr 12 — o"”p”p" -- FrYu aM 2 5’'7\ 
x (— rn "Pr ok" Hard" PP” — oA" N") 
(07) oo" p S’—- öoP'"s'\ 


9 
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unde evolvendo et reducendo ope formularum (22.) — (28.) fit 


| P'- 8 un A pn er pP’ Ss__ a u End (P"P”"- ' +,8”7,8"") 





a; o'” TIP: 
! Kto" 20 ana" (m M__art)2 
‘7% ! $ 8 m m cn St mt ct\ ___ 
(39.) “oo E ron? (A 3 pr I nn o?o: Wo? ho 2 P'S'’P"S —V. 


5 


I AA 
4 | 1Z TB m 
pr} gr 28 


Secunda aequalionum 6 ad alteram relationem inter quantitates P', 
P’, P’ perducere videtur, sed videtur tantum. Namque eliminatis inde 
litteris O7, A”, ad eandem illam (33.) pervenitur. Quod vel a priori demon- 
strari potest. Manilfesto enim relalio ex secunda illa aequalione proveniens 
eandem formam habebit, quam aeg. (33.), neque nisi respectu co@fficientum ab 
a differre poterit. Quod si revera locum haberet, eliminari posset ex binis 
terminus P'S’P"S, unde resultaret relatio secundi gradus inter yuadrata 
P', Ss”, P", S””. Introduelis itaque functionibus T, U, V, W” ex aeggq. (17.) 
prodiret relatio rationalis secundi gradus inter ipsas T, U, V, W. At hae 
non differunt ab ipsis 2”, 0”, R”, 8”, nisi quod quanlilas ” duplicata est, 
sieut ibi adnotavimus. Mutalto ilaque 2r in r prodiret relatio secundi gradus 
inter ipsas P", 07, R”, 85°. Quod absurdum esse supra vidimus. 


Eodem fere modo demonstratur, reliquas aequaliones, quae inter pro- 


ducta binarum obtinent (quales sunt oo" RS’ — @"’K" PO’ — okP"O", 
0"oRS”" — ok" PO — o'KP'O'" et cetera), ad eandem illam ae (33.) 
perducere. 


Apponimus hie formulas sequentes, quas vel per methodum valorum par- 
tienlarium vel multis aliis modis ex formulis jam cognitis eruere licet: 


(34.) (Sean PS" — PS") 


\ Kg" — pr A pr ) 
y4 zZ Bi an 4 4 2 Y\ Rt; A 
L Wir. 2-7 r . Ss ‚P ro? S | S ’ 


n 








ut än 0) 


vi ‚m u 2 





(35.) (P"S”"+PS?= ra SS") ram (PS PS 
of, sm! o'' (k „4 A 4 2 6 ot? 
| rs Ber rg Au: .i .— nt —) P'P"S'S", 
w  "@ 
OD  ı Krrzon® 








(36) (PS PS PP" 4 SS) Ta PSP 


0’. 


OK U An 2 m? ’a oo \ 
4-2 E u Fa Ben P —)p' P's' sr 


o’o 





o'? o'' 2 IN °Q 
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Quibus magis singularitatis quam ulilitalis causa adjungimus hasce: 
P"S”—-PS — O"R"—-OR, P"S” —P"S" — O"R” — O"R”, 
Ps" _ pr? Zune "RR" r O"’R", P"s'" —_ PS" un OR” — "RR, 
P"sS'"R_ P"s° En O0'"’R"”—- OR", Ps" — P?’S$" Zune de O"’R, 
P's'" ——. m 07 m 0O"’R, P’S'" —_ pr 8r En OR” OR", 
elc. elc. 
quae facillime ex relationibus inter producta binarum deducuntur. Adnotetur 
etiam, posilis u—=0, W“—0, rursus in aeqq. (25.) — (28.) ineidi. 


Relationes differentiales inter functiones P, 0, etc. 


Quum secunda relatio algebraica inter funcliones P’, 8’, P", S’ inve- 
niri nequeat, confugiendum erit ad differentialia. Consideremus itaque expressio- 
nem P'oS’—S’cP'. Et primum quidem manifestum est, illam habere periodos 
4A, 4B, quum propter P'(u--4A)—=P' sit etiam © P(u-+4A) = 0P', etc. 
Secundo expresio “(Po S’— S’oP') habet periodos AK, AL, id 
quod hoc modo demonstratur. Est 

re) eo —-(2ruou-—2ruou) Ss”, 
PR) ef oP'— (2ruöou-+2ruou)e“"P', 
unde multiplicando per e "Pet es’ et subtrahendo fit 
(PERS) — (ES) Ole PN) 
— EP ON" — S’oP'),. 
Qua de re, quum alterum membrum aequationis periodos 4K et 4L habeat. 
habebit etiam alterum. Expressio PFoS’— S’OP’ poterit itaque per functio- 
nes P, Q, etc. exprimi; hoc est, lineariter per quadrata P’, 0°, etc. et pro- 
ducta binarum PO, PR, etc. IHHoc etiam, seriebus in usum vocalis, de- 


| 


\ 


monstrari potesl. 


Ponatur enim brevitatis causa 
— .orl+?a,K+2b,L)’+.... 
M, = e«t?«4X+2,2) a 
M — eWtlRa+nK+B+DL)°+... 


’ 


erit 


er’tr'u? D’ N S(—1) M, A 
eturtrtunr gt’ Bro Ss(—1)’ M, 
oM, = i2r (u 2, K--2b,/)öou-+...YM,, 
oM = {?r(u-+(2a+1)K-(2b-1)L)öu-....!M, 
EP! 1-(ruöu--2r'u ou) P— S-1)"{2r (2a, K--26,L)öu-+....YM, 
+81)" {2rwöu+....YM,, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 39 
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ewop — S(—1)"{2r(2, K+26,L)ödu-...YM, 


et similiter 


Hriw23.0 0 
A 


08° — S(—1) {2r ((2a+1)K-+(26-+1)Z)0u-+....YM. 


Wie 

Dehine 
er N os —_ N’ oP') 

S(— 1)" f2r(2a—2u+1)K (2b — 26, +1) Ju ... MM.. 


i 


Posito autem 


aa, = E£, b-+-b, == 3, 
Di Ey b—b, = 9, 
fit 
MM, — ee +DK4 67 +DZ)+ 2. ge rutHe rd KHIHDLD)'+r en. 
unde 


ey POS’ — S’oP') 
S/2r (2a. +1)K+(29,41)D)0u+... JelatrBRr@4DD.. 
X S(—1)’ et e+9K+WIHNL)’+.... 
qua in formula, quum & et &, simul vel pares vel impares numeri esse debeant 
itemque 9 et 9,, distinguendum erit inter valores pares et impares. (uare 
designala serie Se ttd HDD per T,, U,, Vi, W,, prout vel & par, 
3 par, vel & impar, $ par, etc. habebitur 
7) EP’ — S’OoP') = aT,+b,U,--cV,+dW,. 
Coöfficientes manifesto sunt valores differentialium functionum T\,, U,, V,. W, 
pro uv—0, W—0. Series autem T,,. U,, V,. W, eaedem illae sunt, in quas 
producta P'S’, P"S”, Q’R', Q"’R’”, etc. evolvi possunt; id quod vel sine calculo 
ex formulis supra laudatis intelligitur. Praeter enim signa (—1)', (—1)" et 
factores illos differentiales res omnino eodemmodo se habet. Exprimantur itaque 
ipsa 7, Ü,, V,, W, per producta PS, P"S”, OR, Q"R”, etc. et sub- 
stituantur valores in aequat. (37.), quo facto habebitur aeq. hujusce formae 
(35) PoS’—S’OP' = aPS-bP"S"—-cQOR-dQ"R" 
a Ps’ —-b,P"S’—-cQ'R --d,Q"R", 
existentibus a, d, c, d etc. differentialibus formae fou--f’öu, ubi f et f' 
constantes sunt. Vidimus autem singulas Q’'R’, Q’R” exprimi posse per P'S’ 
et P"S”, ergo (mutando # in u--A) etiam OR, OR” per PS, PS", qua- 
dere aeq. (38.) mutatur in formam 


(39) P'OS’—S’öP' — aPS-P!"S" a, P'S’+ 5, P"S". 
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Accuratior determinatio earum facilius fit per valores parliculares. Quem 
ob finem notandum est, differentialia functionum 0’, 0", R”, cet., scilicet earum. 
quae posito u—0, W“—- 0 valores finitos accipiunt, pro iisdem valoribus eva- 
nescere. Invenitur enim | 

oP' = S(—1)" [2r(2a, K+26, L)ou+... Lern Dir.... 
mutatis itaque a,, b, in —a,, —b,, id quod valorem ipsius OP’ non affıeit. 
terminus generalis in oppositum mutatur; bini ergo termini se destruunt. Re- 
liquarum autem sex, nempe ipsarum Q, 0", R, KR, S’, 8” differentialia non 
evanescunt pro %—0, «0; quorum valores peculiaribus notis insigniantur 
ok, Ok", 00, 00’, 00°, 00". Invenitur ex. gr. 

ok —= fou--f' ou 

ubi positum est 

if = S(—1) 2r((2a-41)K +2b ehe bern 

:f' = S(—12r' ((2a-1)K'+2bL)) era" 
et sic porro. Quibus positis. determinatio co@fficientium hoc modo suceedit 
Habetur aequatio 

(39.) c8'— S’oP' = aPS-bP"S"— a P'sS’--b,P"s", 
unde mutando a in u--A--L, adjumento tabulae ($.) rohe 
ce’ —S’coP' = aPS-IP"S" — a PS’ —b,P"s” 

Coefficientes itaque a, et Öd, manifesto evanescunt, et restat 


(40)  Pös'—S’öP' — aPS-1P"S"". 


Hinc autem fit mutando @ in u-A-B, 
(41.) P"osS"—S'’oP" = aP"s'" --bPS, 


unde ponendo «a —0, u —-(0 coölficientes a et 5 determinantur per aeggq. 


— tr 1m 


»: ! 


42.) 000 — awo +ba"c", 
800" = uau"o"-+bwo, 


quae valores sequentes suppeditant: 


' u „7 u — I N! me _N u nn 
k' — 08" 0" 00" — 80000 


43. 
( ) u k'"o "2 — IN 


ar rn f2 
oo" 0" 00 — Dodo. 


11 


Inveniunlur autem alii valores sequenti modo. Mutando # in «—-Ä ex aegq. (40.) 
et (41.) eruitur: 
(44.) 0cR — R'o0' mn a OR - b 0"R", 


(45.) Q'cR"— R'oQ" = —al"R"—bOR, 
39 * 
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unde ponendo a0, W“—( prodeunt hae: 


k' 00 ans bo", 


46. 
( ) | ook" ea ak" go", 


juae non solum multo simplieiores sunt, quam aegq. (42.) vel (43.), sed eliam, 
eliminatis « et b, relationes inter differentialia 00’, 00", Co’, Ok’ praebent, 
seilicet: 

2 JE" "OR" — a" — ae 
(#4) I "k'ö0 — oo" 00 — Da" 000” 


ie 


Simili modo inveniuntur hae: 


A \ k'o'’o" ok — a0 0" 00" — ao" 000 
: 5. nn en e\ 
) ! ko „ ja" Ö 0 — on" oa" 0’ a ö' a "soo". 


Plures autem relationes inter differentialia 0%, Oo, etc. non dantur, quum propter 
independenlia ou, ©w, bina arbitraria manere debeant. Adhibitis itaque 
aegqg. (46.) nacli summus relationes sequentes: 


\ Pi: / nY . S’oP' = 4 oh" Ps - h og" P'"S 177, 








oh 34 ho am 
(49.) 2 
7.1 hi 
yrogrn yır« 2 o' 'oh men | N Wög Sy 
| P"OS" — S"OP" — = (um P"S” + mn PS, 


ita ut tres jam cognilae sint aequaliones inter quantitates P', 5’, P", S’ 
(producla enim PS, PS" puta per ipsas P', 5’, P", S” expressa, quod 
ex antecedentibus licet), quarum altera (33.) est algebraica quarli gradus., 
alterae binae sunt differentiales primi ordinis. Reliquae, quas aeqq. (49.) similes 
invenire licet, algebraice ex illis tribus deduei possunt; quod vel a priori 
demonslirandum est. 


Oporlet ilaque quarlam aliquam eruere; quam ob rem ad differentialia 
seeunda ascendendum erit. Dico autem formulam P'O’P'— OP” lineariter per 
quadrata ipsarum P', 8’, P’, S” exprimi posse, söquidem MEIN ou, 
cu conslanlia esse ponuntur. Primo enim intelligitur propter oP’(u--44) 

cP', P'\u--44A)=ö’P’ habere periodos 4A et 4B. Deinde quum. 


posito brevilalis causa €“ ""—=M, sit 


MP’) = MEP'-- (Zruöu--2ruWöou) MP, 


MP) = Mö’P' --2(2rucu--2r'uw ou) MoP'-+(2Zruou-2rucuW)’MP' 
2rcw--2r cu”) MP'--(Aruou+?2ruou)MP', 
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prodit 
(MP') 0’ (MP')— © (MP')} — oP'— oP")--(2röwW--2r'öu”, MP) 


2ruo u-2ruo w)(M 





unde elicitur, formulam e’’“ Aa prrp _ op" habere BE IK et 44, 
siquidem ponitur oO u—=0, ow=0. Potest itaque illud PFOP'—c PT ex- 
pressioni hujus formae aequari: 


aPp° +b0"- -c KR 4 .t «aPQ--PPR - -PS- iss 


Applicatis autem argumentorum incremenlis, quae in tabula (7.) leguntur, ipsum 
P'o’P'—0oP" non mutatur. Nec magis quadrata P?, 0°, etc. Productorum 
autem PO, PR, etc., quodvis unum aliquando oppositum valorem induit; quare 
per se evanescere debent. Quadrata denique P*, Q', etc. aegqqg. (31.) ope ad 
quaterna P”, 5”, P”, S”” reduci possunt. Restat itaque aequatio hujus formae: 


'O®P'—öP" — aP"1bS?1cP"r 1.48". 


Coöfficientes more solilo determinantur. Quem ad finem aulmenverlondum est, 
sex differentialia secunda, nimirum 0°Q, 00", OR, OR, OS’, ©’, eva- 
nescere pro valoribus «—=0, «= 0. Reliqua finitos valores Ieieia ei al 
tantur per 0°@, 0©°@, etc. Habent autem formam sequentem: 


08 —= acu' +-2bouou' -eou”, 


ubi a, db, e constantes. Ceterum haec differenlialia omnia per unum quodlibel 
exprimi possunt. Nam quum habealur ex. gr. POP'—P'©P — summae ex 
producelis binarum, differentiando et ponendo a — 0, #«— 0 prodit @'@— @ '® 
— quantitali a constantibus et a quantitatibus CA, ©o, etc. pendentem. 

Ilis positis invenilur aequalio 














30 "31% "2 pm? EIBAPME! 
- nn.‘ 2 o O ’y' —üV O 2a" g ‘ ' ol h co Sn 
! 2 ! n» 2 ! 
(50) PoP'—cP" — re pP” g — = S 
0 — (I N — 
j KMOohr— 0"? 90"? pP" - a" 20? — ad? ger 
Ey at —_ at i oa! PeTZI er ’ 


nec non similes pro expressionibus POP—oP’, 006’'Q— 0’, ete.; quas ad 
secundam speciem nostrarum functionum facere infra videbis. Imprimis autem 
notamus formulam 

(51.) (P'P"- s’s") o(P'P'"- BEN s’s") — oPP'+S8s ss”) 
_ mr | Sr - nn In Dr gu. 22 | man 
— a(P'P" - S'S"} --5(P"S" -- P"S") {+ cP'P"S'’S” + d(PFS" -— P" Ss"). 
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ubı conslantes 4, b, LC, d determinatae sunt per aegq. 


uao — © 0% 0 0Ww 20000”, 
bk"o" — — (kök"-+0"ö0'), 
(52.) Zdk"o"" = (k"Ok—o" 00), 
aaa" 00"? bw" a") + da") ca@"c00" 
— (o0”"--00")(o 0" -- ©" Br 00°" 0" 0°0). 
Adnotetur. quod gravissimum est, differentialia 0°®, ©’@', etc. eliminari posse 


ex valore ipsius ce advocatis aequationibus 


00" (WR —W0w) — Ka" ok60' —K"o ok" oo, 
gu 0" 0" (wi m) In „ 0°@') = ur k' uRmde sc N gr ok" 00", 
(53.) \ mer, Im DR .« 2 zır Be | DE, : I; « O4 
eo" KR — a") = DE" 0 OR" Dh 000, 
I IND nn BR |] | « [2 nn [2 n 
oe" Ko —W00) — WR Üc oo +@o"oc"ok". 


Quamvis hoc ad propositum nostrum salis sit aequationum differentialium. 
juval tamen adnotare, posse eliam omnium ordinum inveniri A hujusce- 
modi AO" Y —noAÄc0 IY--n0A0""Y—n,0’A0""Y-- etc. —= functioni 
rationali integrae secundi gradus ipsarum P', 8’, P", S”, abi X et Y locum 
tenent binarum quarumlibet e funclionibus P, Q, R, etc. Quod utraque me- 
Ihodo. qua initio hujus capilis usi sumus, demonstrari potest. Immo non da- 
tur aequatio differentialis, quin ex talibus composita sit. Eadem illa aequatio 
valel eliam, si pro Ä et Y quaelibet functiones integrae homogeneae ipsarum 

Q, Zi, etc. ejusdem dimensionis substituunlur. Valet denique eliam, si 
argumenta alterius (A) quibuslibet constantibus augeantur, alterius (Y') ösdem 
constanlibus minuantur; ita ut hoc modo audiat 
A(u-a,u+0')0o"Y(u—o, u —a)— no ar ua )o""Y(u—c, W—e') 

eic. [unetioni ralionali ipsarum P', 8’, P", 8”, = Quam infra ad u 
!iam speciem funetionum quadruplieiter a facere videbis. 


Transformatio aequationum differentialium. 


Superest nunc, ut aequationes et finitas et dilferentiales, quas vidimus 
inter qualtuor quantilates locum habere, paullo accuralius examinemus, ut de- 
monsirelur, functiones nostras ad transcendentes Abelianas primi ordinis 


pertinere. 


Et quidem prae caeleris hoc unum et memorabile observandum est, quod 
priores tres aequaliones, nimirum (33.) et (49.) quamvis ad determinationem 
quatuor quantitatem P, 5°, P", S” non sufficiant, tamen quolientes e binis 
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Ss’ p'" sr 
omni rigore delfiniunt, scilicet tres quantitates p:’ p> p> Was funcliones qua- 


druplieiter periodicas esse supra comperimus. Qua propter 
sistimus et religuam aeqgq. (50.) impraesentiarum miltimus. 
Aequationes (49.) 


in hoc loco con- 


os — S’oP' — —_ (a ng. | hc og’ p's ur 





ki gr ur m o'" 
ma cn ur. u h' og! 0 ok" go 
P' 08° — S’öP" = kr or PS- wo m PS 


addimus et subtrahimus, unde fit 


(POS'— SOP)L(PrOS"—S"öP) _ Kög'-to" äh" 


























Ps" LPs .. Ko — OMU, 
54. u Kain e en 
(94.) (P' 0$S'’— S'!oP'\ — (P" 98" — S" oP") K"o0—d!" oh" 
pr sı PS a ron u 
quae posito brevitalis causa 
Ss’ Ss P' ps + PS pr st —_ Ps 
(29.) pP PD; pı 7 1 pr 7 a. p'p" van f p'p" u. 
transformantur in hasce: 
Bi RM, 
sop +09 kop— —d 
(56.) = DM, a. 
Y uU 


Valores ipsarum s, %, w, per quantitates P’, 8’, P", 8” vel polius p, y ex- 


pressi, ex aegq. (33.), (35.), (36.) repetendi sunt. Introductis enim deno- 
tationibus sequentibus 


mA mA 
k"'+o 























mA 4 
2E— 2r-7 I, = IE 
u ie ’ NEUE y) h'* og"? ’ 
2 D- vn FE A (a — ar)? 
Pr ao? gt ? 
m2 I? m t/Lra_\ „ma sr2 n2 
(57.) b — an ne r@o’ Er ed (h r® ; Bm KT = 
L “ oa’? ) aa hg"? h'*0'"? ’ 
N ds: au co" u aa"? d 
ur PN TEN TE = Bun per 7 .„ unde 
E . 1 (Kt — o'"*)? (o'' 2. 7 
di — — - 
4ktt gen Ag" 


aeqg. (33.) — (36.) mutantur in sequentes: 
(58.) 1-2EpP-- pP) —(FI--pg)—Clp-g)+2Dpy)s+A4-2Eg -)—0. 


r pr 2," 2 P?:S? 
5) Ve) 





2Ep +) —A—2EF HN). 
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| ps" + PS 
(6V.) ( PP" ) = 2 = p° Zn —= (b+ b,)1-+ | +p g)—a(p +N)+2(e— cı)py. 


pr st" _ 29) 


(1) (pn) =v=lb-b)AHPP)—apP+gYP)+2lc+e)pg. 


Ad solutionem aequalionis biquadraticae (58.) observo fieri ex aegg. 
(59.) — (61.) 
09 ) £ 2 4 1 9./7 
2EpP Ps — ARE HN) — 2 E—1): pw. 


At ex ipsa (58.) fit 








1—REpP -- pP) + A—EF +0) G— UF A-pg)—Clp+g)+2Dpg). 
unde 
62) = we A499) —C(pP’+)+2Dpg+v(E’—1)- X27 
g I— 2Ep’+p‘ 
3) 1 — Fire -ertt Beere 
s“ 1—2ky’+g' 


Ilis itaque valoribus ex aegqg. (60.) — (64.) in aeqq. (56.) substitutis. 
determinatio ipsarum p, g reducta est ad integrationem quantitatum alge- 
braicarum irrationalum, a duabus aequationibus secundi gradus penden- 
fium, earumque mixtarum quidem, utpote quum duae variabiles independentes 
p et g ingrediantur, tamen algebraicarum. Integralis enim aeqq. (56.) pro- 
deunt sequentes: 


?sop-+ 2 og 0 — - Oo 
(64.) $ er un A, f - == p, 


sop-+ = eg sp — “- oq 


quarum dilferentialia gie et “ manilesto sunt differentialia exacla. 


Opera nunc danda est, ut variabiles separentur; hoc est, ut loco ipsarum 











p et g aliae binae variabiles introducantur, quae integrationem ad simplices 
quadraturas secundum singulas variabiles perducant. Arduum sane incoeptum, 
si complicalionem formularum, valores ipsarum %, W, s, — exprimentium, 
respieis. Quod tamen feliciter succedit per substituliones 


ydz+zdy ydz—:xdy 


(69.) p eg 1 — y!z? 9’ / url I ’ 








ubi positum est Jy = yY(1—?Ey’+y’), Jz=y(1—R2Ez°’--2*) Etenim in- 
stituto caleulo fit 
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/ OP __ 6Oy , © a dr % 
Ip dy Az’ dq dy 42’ 

/ Be I a ER 

1—y’2°)p 


| C—E—D , R CHE+D,| 
— (6-5,)1—2 71 y»+y9 12° wet 





r+1 
Pr. -y’ 2?)° u 

MERE 2 W SER VRTHRNRN REINE AR Z%E VERTER 

me b—b,),1— 2 F1 Y 3 (1—2 FI 7 2"; 


ı41— y’2°) (s Ap- 9) 
u; C+HE-—-D , | g9C+E+D.,| 
— (F+1)1—2 Fr yv+y% 1—2 in 2 Lei, 


+ (1—yz‘) ?(s 4 — — = 








(66.) 








wre 9C-E—D 2, | E nz 
ser (F-11—2 ar TEE 


\ 








aequaliones (96.) autem sequenti modo repraesentari possunt 


d JIq 
(474) op ,.0q ‚h a Ei op og 




















(67.) Y 24p | 2447 p 2dp 2dg a 
| dy ln. 

(s ap) op, .©q )+ (s4 ireL pP o\__ 2, 

17 2Ap' 2dg 2dp 2dg/ ; 


unde substitutis valoribus ex aegqq. (66.) et sublatis factoribus communibus in 
nominatoribus et denominatoribus et posito brevitatis causa 


a 2 tE—D 
-EB_ pn 4 D 
































FI Fri 
Se TG VISOUERN. r 7% SHEESn 
Be en 
oriuntur aequaliones separalae 
‚pr oY A—RE,y’+r' 
YaTD)y, vi—2Ey’+y‘) ke —2Ey'+y' 
ana 8% N—2E,2°+2 pri 
-yY(2(# 1) a ZESFLS) myr Ei — y/(b-+b,)ou, 
(03.) (2(F—1)) oy N) 1—2E,y’ +r' 
KIT eier 
| hi 1-_2E 2? +2" 
ı/(2a F-+1 © y 3 -— = (b—b,)01 
"YOF+D) BE Tee N 
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Attamen quum illa substitutio non ita primo intuitu liqueat, haud insci- 
tum mihi videtur ejus analysin hie apponere; praeserlim quum in rebus insolitis, 
(uas nemo hucusque vel e longinquo addigitavit, operae pretium sit, methodos 
cognovisse, e quibus aliquid utilitatis capi possit. 


Separatio variabilium. 


Respectlis et periodieilate quadruplice funclionum p ei g et reduclione 
ad böina argumenla independentia et forma algebraica differentialium, facile 
eonjieitur adhibita idonea substitutione factum iri 

1 


$ op - —0q 
5 


(«+fPr)or , (e-+Pıarr)oa 

















f == y-A 7 yA' FEN 
n, 5% 
a Bd | 
PIE _ (w+Anor (m +ANDar _ 5, 
577: ir 


ubi A et X’ functiones rationales integras quinti vel sexti gradus repraesen- 
tant. ul est in transcendentibus Abelianis primi ordinis *). E contrario itaque 
oportet eliam a transcendentibus Abelianis, facta idonea substitulione pro varia- 
bilibus x et x’, ad nostras aeqq. differentiales perveniri posse. Ipsae autem 
x et x’ speclari possunt, ut radices aequalionis quadralicae Ux—2U'xr-- U" 
—(), quarum coöfficientes sunt functiones ralionales vel si mavis „uniformes” 
(Iranscendentes) binorum argumentorum u et v, sive u et wW. Quamobrem 


*) Quae D. Jacobi de functionibus plurium argumentorum multipliciter periodicis, 
quas in theoriam transcendentium Abelianarum introducere convenit, acutissime disseruit 
(el. commentt. hujus diarii 32m T. 9 et 2dan T, 15) pro satis et abunde notis habenda 
sunt. Omiltimus itaque hoc loco et ad aliam occasionem, si qua dabitur, relegamus ea, 
quae nosmet ipsi olim de hisce rebus meditati sumus; quamvis multo latius” pateant, quippe 
quae ex consideratione integralium in universum, neque vero ex singulari casu, ubi radix 
quadrata e polynomio in factores reales resolubili tractatur, depromla” sint. — Unum lamen 
jam nune adnotare juvat de argumento, quod clarissimus vir ex absurditate periodicitatis 
triplicis et a fortiori quadruplieis contra consideralionem funclionum unius solius variabilis 
petivit. Quod enim omnem functionem triplieiter periodicam dieit habere periodum omni 
data quantitate minorem idque absurdum esse, priori quidem parli toto animo assenliendum 
esse exisiimamus, verum quid huic rei absurditatis insit (cum pace tanti viri dicatur) 
plane non intelligimus. Quonam deinde loco hujus absurditatis causam posilam esse cen- 
seamus? Num in elementis, an in nolione integralis — functionis? Quibus omnibus *) 





(«@ Br . 
bene perpensis, hoc sane loco funetio « - ya an rejicienda esse videtur, non 


tamen propter putalam absurditatem, sed qualtenus = relationibus alyebraicis inter ternas 
za), ale) et w(re+ 0) disquiritur, talis autem relatio non datur. Quin immo, si quis rela- 
tiones franscendentes inter illas investigare velit (quod vix nostrae aetatis esse videtur), 
eum amplissimum laboribus campum inventurum esse arbitramur. 


ir SB 
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licet etiam, eas sicut funcliones rationales algebraicas ipsarum » et g et reli- 








Ei uf 2 ) dur 
quorum quolientium e binis (>: RB’ ele.) considerare, quippe qui sunt ipsi 
functiones uniformes argumentorum # et u. Huc accedit, quod talis substi- 
tutio Ur —2U’r-+- U" —0 bellissime cum nostris aequalionibus quadrare 
U'+y(U'— UU”) ’ W ’ 
videtur, nam quum habeatur 2 = — - radices YA et yÄ’ mani- 
h i /M-+- Ny(U”— UU" 
festo talem formam induunt | + = — = qualem habet ipsum s (cf. 


aeg. (62.), ubi productum gi radicem quadratam .e funclione rationali re- 
praesentat). Verumtamen huic rei unum obstat, quod gravissimum est. Ei- 
enim duo radicalia y U”—UU") ei yw, quae algebraice commensurabilia esse 
y(U? — UUN) 
p ıv 
quolientium e binis) naturae valde diversae sunt. Alterum gy, quod posuimus 
Pprrst® _ PS? 
pP"? 
autem yU”—UU") sicut functio irralionalis spectandum est, siquidem singulas 





oportet (Secilicet — funetioni rationali ipsarum p, g, et reliquarum 





aequale quantitati .„ functionem rationalem esse vides, alterum 


variabiles x et x’ per argumenta % et  rationaliter exprimi non posse censemus. 
Transformandum itaque erit illud s ope formulae 


TER  /a+v(a’—b) a— Y(a’—b) 
y(a--yb) = | T 5 +y 5 


in aliam, quae sibi propria est, formam. (Quod facillime perfieitur, respeecltis 
formulis (62.). (63.). unde multiplicando elieitur 


(69) IFA+Pg)— Ci +-g)+2Dpg? —(E-NVyw — AP Ag. 


Krit itaque 








v26G+24pd4gq) 1 v(2G—24Ap4y) 








= 








2dp | 2Ap , 

(70.) ’ ' 
1 __v@26+24pd) _V@6—2ApIg) 
"Ge 241g 2dg 


ubi brevitatis causa positum est 


G— Fi+pg)—Cp+g)+2Dpg; 
quamobrem aequationes differentiales (56.) mutantur in eas quas sub numero (67.) 


legis: 





een ( U, 








v26-+24p DL op, EN] 2 a. A op 09 
(71.) p 24p ' 24 y 2AJp ?2dg 
Ba den op , 6q 4 en op __0q a 
112 2 dp ' 2dyV 17 2dp 224g ’ 
40 * 
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quarum forma pulcherrime ad considerationes supra memoralas accommodatur. 
Quanlilas enim /p4g, quae sub radicalibus comparuit, revera est irrationalis. 
id quod ex evolutionibus, a quibus initio profecti sumus, salis liquet. Nune 
vero illas considerationes mittimus, quum reliqua sua sponte sese offerant. 
Semel enim erutis aeqq. (71.) nihil simplieius, quam differentialibus ellipti- 
cis, quae illie conspieienda sunt, hasce substitutiones applicare: 
, BE... TR FSEEE.., ; op 9 __ 0 


73 Bei SE ER — = 
(2) 2Ap !' 249g Ady’ 2dp 2dy 42?’ 








juae e nolo de additione theoremate integralia offerunt, quae sequuntur 


ei ydz+xzJy vdz—xzdAy 
(3. > = 2 . - ( a een Km; 
( ) ] 1— y’z” , / 1 y’z” 





Hine prodit 











. y’—z’ 21.0 a (v’+z?)(1+Y’r?)—4Ey’z’ 
(« 1.) PI = 1—y!2? BT 2 (1 y}2?)? ’ 
.. ILy?2?? —_2EA ryr) (vr? vr a2? 
u ee ) A N 


(1—y’2”)” 


quibus valoribus in expressionibus ipsarum s, ai p, w (aeggq. 69., 60., 61.) 
substitulis, facillime pervenitur ad aeqgq., quas jam sub numero (66.) dedimus,. 
neque ad resolutionem in factores quiequam aliud opus erit, nisi relationes 
inter constantes, quas vocavimus Ü, D, E, F\, a, b, c, b,, c, cognovisse. 
Quem ob finem aut ad aequationes elementares (25.) — (28.) redeundum, aut 
quod multo simplieius est, aequationis (68.) utrumque membrum evolvendum 


erit. Instituta comparatione prodeunt aegq. segq. 











2 „ FA D'-E+41 CF-E DF CD 
use == Amir 2 ee = N > 
nec non ex iIpsis (9C.) 
) 2 
= — E’—1, 
ab, 
unde sine labore eliciuntur sequentes: 
oe 1. AM BORN... Beer CD 
— vE)? — ME—I)y(@?—1)’ HE —A)Y(C—1) ’ 
2 D CE—F 
(«T.) km 








vE-)ye-h)? 97 VEN’ 
‚D-{1— O+E1F_2CEF. 


Neque vero mirandum est, tres co@flicientes indeterminalas manere, quunı 


inter ipsas quantitales ®, %, o, elc. quatuor algebraice indeterminatae restite- 
rint; namque hae nostrae EC, D, etc. sunt functiones quotientium e binis el 
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aegg. inter ipsas ®, z, o, etc. homogeneae erant. Haec insuper nalurae Iranscen- 
dentium Abelianarum omnino consenlanea sunt, quippe quae tres modulos ha- 
beant. Ceterum ipsum calculum, utpote elementarem, lectoribus relinquimus e! 
ad separationem variabilium, ut est in aeqq. (6S.), pervenltum esse putamus. 


Reductio differentialium ad formam symmetricam et consuetam. 


Variabiles jam quidem separatae sunt, neque tamen, quod exspectandum 
erat, locum symmetricum in aequationibus (68.) oceupant. Hujus rei causa in 
eo quaerenda est, quod quum novas variabiles per aequationes differentiales (72.) 
introduxerimus, constantem integrationis male elegimus; talem nimirum ut eva- 
nescentibus y et x eliam ipsa p et y evanescerent. Introducenda erit itaque 
nova variabilis pro altera illarum ex. gr. pro ipsa 2, per aequalionem 








02 0 
äz Ay' 
! ! 
v'de+eAy y j f 
unde fit 23 ==: ; r 7, ubi e est constans arbitraria. Hanc autem omnino 
— e Y 


ita determinare oporlet, ut facta substitutione .differentialia (68.) in similem sui 
formam redeant; id quod aperto fieri nequit, nisi ipsum 2° per y” rationaliter 
expressum sit. Facimus itague Je 0, unde posito 

de — 1—-R2Ee-+e& — (1—ae)(1—flei), 
fit e—=« (sive $%). Hinc naneiscimur subslitutionem sequentem 
Bey» 8 öy 


u. uy. ’ 1: kn Ay!” 


(2° =) En BET Er 
2 I 2? 1—2 Ey'*"+y" 





2 2 
ei 
> ary'? ’ 








d — u 


(78.) 





guae ad aegq. (68.) applicata fit 


N _ gm — (E-F)—20-EE)y"+(E—E,)y" 
L >: __ —. — 4 4 Bi 6”. 
( ) 2 l —2Ey"+y"' 











(241), — EB) ER)y'HE—E) 
un ®. 3? 3 R 1—2Ey'"’+y"' E 


Sed quum introductis ipsarum E,, E;, E,, E, valoribus et considerata aequa- 
tione (77.) habeatur 
1— E(E-E)+KE E, = 0, 
1— E(E-E)- BEE, 
E—E, _ FH 
E—E F—1’ 


3 


| 


—— 
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F+1 1—2E,y""+4y" 





am: 1 „u 
1—2E£, S +2 
eroeo eliam 


v2‘ F-1)-- ey u a 





—— F1 . 


2E,: 5 Y@(# + 1)).3 


I—2E,y"+y"" 


ei E,y'"’+y' 





I=2E yyt . 


quo facto reductio aequationum Eh ad Mh Symmetricam respeclu 
variabilium perlecta est, sicut desiderabatur. 


Introduelis itaque valoribus (78.) in aeqq. (73.) — (75.) nanciscimur 
substituliones sequentes, quae nostras aequationes differentiales (56.) ad sepa- 
rationem variabilium symmetricam transformant: 


Pla —I)yy +adyAy' 








_ Bla NyyP—adydy 





























[ 2 12 spe 2 2 ve Ze 
I IH rer)’ 1+y’y’—a’(y’+y) 
Ad 2r Ab A ER 
= PI1 = 1tyy?—a (7 2 y12)? 
iJ. ) 22 2 ® 2 
| 242er) —eelr Br Ar) +SE’1)yH 
} Abenden M1-4-y° ?__g? y’+7)) 
Pre! I (y’— Yli—r’r n 
Apdgqg = — —; 2 
FR BE 
quarum beneficio habebitur 
a /1—2E,y’+r' , &y „A—2Ev' tr" _ _VY6+b) du, 
ag \7, 26, yryı T ap V IRB yHH — Y@rFrHN) 
oy /I—2E >» er u oy' A—REy”’+y" __ vib—b,) N, 
1,V 2-2E,, Pay VIZE SFr Ten)” 


Variabiles y et y 
2 Aa —I)yy' 





hoc az per p et q exprimunlur. 


Ex aegq. (79.) fit 
(1—«' Kl A 











p+q = N . 1+.« py= 
ae R— a’)(y’+y'” 
11 pg — (P a 73 . 

alque hinc 

P74. __ Ar Sr 

Eu, 7 u 5 2 1+Ppa 
unde 

d+epi+aeg) _ f A+AmA+AN 





d—ep)i—agy) 
Extractis itaque radicibus invenitur 
PR ni i 





Ir Tr 





1—-Pp)i— Pd) 


—2ayy' 
y +7" 





— (7 Mi 
u 72 5 Zn 
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unde 
(81.) y’ ie np. 1-+vg j y” u 1—vf m 
+Yf 1—v9 I-yf irvg 
Hine elucet, aequationem, cujus radices sunt y et y’, ad octavum gradum 
ascendere. Id quod vel per se jam satis indicat, functiones aliquas illarum sicul 
novas variabiles introducendas esse, quae ab aequatione secundi lantum gradus 


pendeant. Ipsae eliam aegq. (80.) talem substitulionem suppeditant, quippe 


ER 3 Ned | 
quae posilis Y’+-— —=x, y’--— = x valde simplificantur. Eadem fere ex 
d N y" J | gr 





aegq. (81.) petitur, namque invenimus 


ee I— "u. er 
ir iu Hr 
juarum quadrata unam tantum radicem y(fg) continent: 


ee 1 _ _f+9=2Vf) Ca) __ _St9+2 VW 
1+y' 1+fg—2y(fg)’ 1+y" 1+fy+2V(fg) 


Introduetis itaque variabilibus = et x - substitutiones 
>: EN 
82. 2’ ui 


et advocalis valoribus ipsarum f et g, inveniuntur formulae sequentes: 


Ei+P Pt) +Ardg „_ EN ArIg 
(E++p’ wg (E+NA+pq 























et propter 
oYy 1 or 


4y  WRU-E) vayll—) Vı-572) 


aequaliones differentiales: 


























0X vi—m,2) | or" vd m, .ı') 
Yeyd—a)yAa—ma) vi- mx) ' vayli—ar)yii—ma') vil—m, .') 
'1—E)1—E). 
u // ) 
3 = 204 8 m ot 
er OX vii—m, z) ı x vn, 
vryi— .x)y(i—m.r) Yı 1I—m,x) gm -m.x') Yli=m,. x’) 
rA—E)(1—E,) - 
= 276-5] (FNM-—E) 


siquidem ponitur 
E+1 E, H— EC— a E+1__EC—I+D 


(85.) Mm= 75: m = 5 = TITE- mM, — E—1 = Zur 








l 
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Praeler aegq. (83), quae nexum inter variabiles primitivas p, y ei 
derivalas z, x’ exprimunt, notentur eliam sequentes: 


























I um __ _ay2 vld— Ap)i— P*a?)) 

vera vErD 1Tpg 

ye—y2' = FT al 

VA—z)tyl-a) — m v(4-+ap) (1 tenten d+B9). 
vA—2)—-yi-e)—=— a EL D 2 
A—mz)+yi—me’) = ET cd —apii en 1 HEm Bm) 
vi—mz)— yi—ına')— Er yv(—(A-+ep)( en u (A TED) 


‚(e(l— ze) 1—me)) + ya 1— 2) i—me')) 


a. °— »p— Eqyli—py) 
pen 2 2 1 - / fi . 
E+DYA<EJI Hr 
ı(e 1— 2) 1—mE)) — yla'(1— a)(1— mia) 


(S6.) 





_.9,9_P—g9—-Eri—p 
I Te NET 























I—m, x 4 /—m, wi y2y- (b+b)(E — 1) s4Ap 
\ I—m, x Im. F+1)( Be p 
I— m, .r imx __ yay‘ b+b,)\(E, —1) ‚SI, 
I—m, x 2 Im (FF RE . |% sp’ 
Im , Am: _ >) (b—b,)\(E,—1) s4dp 
1—m, x 73 im. } \ (F)\(E—i) y 
im, x , Am. a4/b—b,)\(E, —1i) dq 
u Im, | \ I—m,. (F—I)\(E, —1) sw 


Limites integralionis. 


Reducto problemate de functionibus quadruplieiter periodieis ad integra- 
lionem radieis quadralicae e quanlitate algebraica quinti gradus, plenior deter- 
minalio considerationem limitum postulat. 

Quem ad finem observo primum, mutato u in u--A4--B velinu+A--L, 

! sr 


quantitates p el q (quas ipsis TE Dr 


aequales posuimus ) vel in se invicem 


’ | l 
mutari vel in valores reciprocos 5 et u unde etiam elucet. mutato % in 
) ( 
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f ' > . . 1 . 1 . . . ! 
u+-4A+B-K--L, mulari p in Fr y in ge Hine fit, ut variabiles x et «', 


quae per aeqq. (33.) exprimuntur, factis illis mutationibus sive immulatae ma- 
neant, sive in se invicem abeant. Secundum est, quod applicatis ad argumentum 
u semiperiodis 2A, 2B, 2(4--B), etc. quantitates p et q aut non mulantur 
aut oppositos valores — pP, —g induunt, quod e tabula (7.) cognoseitur. Unde 
quum ipsis x et x’ nulla mutalio ingruat, sequitur in universum, variabiles x 
et x’ mulato « in 

u--n,(A--B)+n.(A— B)--n (K--L)n(K—L 


I IE) 


vel in se ipsas vel invicem abire, siquidem literis n,, 7,, n,,. 7, numeri in- 
tegri denotantur. Si itaque argumenlo a valores A, B, K, L, etc. ex ordine 
tribuuntur, quaterni ad eosdem valores ipsarum & et x’ perducunt, ila ut in 
quatuor classes distribui possint, quarum prima ampleclitur valores O0, A--B, 
RK-L, A-+-B-K--L; secunda quadrantes A, B, A- K-L, B-+-K-L; 
terlia quadrantes AK, L, A-B--K, A-+B--L; quarta quadrantes AK, 
B--K, A-L, B-L. Et in universum, si valor multiplex n,(A--B) 
+ m (A—B)-n(K-+L)-+n.(K—L) brevitatis gratia per H designatur. 
omnis summa quotlibet quadrantium ad unam aliquam formarum H, A- MH, 
K--H, A--K--H 0revocari polest; quarum singulae ad eosdem valores va- 
riabilium 2, x’ perdueunt. 
Determinatio valorum ipsarum x et =’, qui ad singulas classes perlinent. 

commodissime ope tabulae (8.) perlicitur. Namque invenitur 

1) pro u=0, p=0, y=V; 

\ 1) 2. 

2) pro w=A, p = es 

3) pro u=KÄK, p—=0, y=o; fr 

4) pro u=A--K, p indeterminaltum, m: unde Jg —0, 
quibus valoribus in aeqq. (93.) substitutis et respectis formulis (25.) — (28.). 
(57.) et (85.), naneiseimur valores sequentes: 


I En u ge 
1) po a=H, ca =1, ı Bi 
2) pro u= A--H, rs 


m m, 


3) po v=K-H, 2—=0, "=; 
4) pro w—=A-+-K-+H, © —. arbitrariam; 
quorum utroslibet pro limitibus integrationis correspondentibus eligere licet. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 4. 41 
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’ 1 L. 
Sumanlur itaque ex. causa valores u=0, r—1, i=— pro limi- 
m 
tibus inferioribus. Unde, quum differentialia Oo’, Ok”, ideoque etiam Öu et ov 
hhabeant formam gou--g’ou et Aoöu--höu', sicut supra adnotavimus, fit 


' dA—m,x)0X | " d—m, x')0a' u 
va Fo % ee - gu; gu, 











x——1 u 1 
RE 
(57.) | 
| — )or I— m, a’) d.x | 
R . Ik en \ L. — hu-hu, 
| yA' | 
x——1 % 
"rn 
ubi positum est 
A —= z(1—-z)(1—me) 1—me)(l—mx), 
X — 2 (1— a) 1—me)1— me) 1—me); 


jta ut variabiles ©, x’, ergo eliam p ei gq, ab omni parte determinatae sinl. 


Priusquam ad sequenlia pergitur, haud abs re esse videlur, objeclionem 
aliguam praecidere, quae ex applicalione limitum ad quartam classem pertinen- 
lium oriri polest. Sumto enim valore «= A--K pro limite inferiori, et de- 
signala per [ quanlilate arbitraria, inveniuntur aequationes 


. r) " A—m,xr')orx’ in ir, „“ıld) 
| ui han +/ \ er gu—A—K)-- y(W—A—R'), 
x-f 














Tadel 
(88.) xı——f . 
WE} I— m, ı)o.r +f — Er — hu-A- K)--AwW—A—K'). 


yuae BIRA we propter limitem arbitrarium aliquid absurdi habere videntur. Ani- 
madvertendum est autem, pro = A-+K fieri quidem 2x", non tamen 
‚X=yA', sed yX—=—yA’ Namque ex aegg. (86.) sequitur, propter 
/q==0, primum 

Y(@(1— 2) 1— mz)) — yle'Ii—e’)(1—mie)) = 0 





deinde propter s = Din = Q, 
I—m, x i—m, «' 
a ne 
1l—m, x 1I— m, x 
unde YX— —yA’. Hinc manifesto habetur 








[ dom a)da , / d—m,a)dar 0 
S. v-\ a yvA' oa 


3 kurze - 


qua aequalione ad aeqqg. (S8.) addita, manifestum fit mutato f in 9 summam 
duorum integralium, quae sunt in aeq. (88.). omnino non mutari. (Quae con- 


sideratio solutionem paradoxi praebet. 





‘ 
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Solutio problematis inversi de transcendentibus Abelianis. 


Venimus nunc ad problema inversum, quale vulgo proponi solebat: Datis 
aequationibus differentialibus 


ya? ie —® 
vr AT 


J (@'+B'y)oy +/ EEE N 
vr Re 


ubt Y et Y’ significant expressiones integras variabilium y et y’ quinli vel 
sexli gradus, invenire ipsas y el y'. Cujus solutio ex antecedentibus facile 











derivatur. 
Redigantur enim primum differentialia ope substitutionis idoneae ad for- 
mam (87.), quod cum elementare sit hoc loco fusius non exsequendum esl. 


et ponatur 





1 m,x « N 1—m,x' a > I a’ 
—y GEH) Te Or — gurgu, 
im #2. ı [Ai— m, 
"5 Te yA' 
E quibus aequationibus postquam constantes g, Ah, g', A, et quadrantes A, ZL, 
K', L', A, B, A, B’ inventae fuerint, tola res peracta erit. 
Hunc ad finem instituatur integratio inter limites in capite praecedente 


or —= hu--hu. 


traditos et invenielur 


z — h Fi. | ae 9% ' « ’ u > ] ! ! 
—pröat | Tr öR — (gK+gRN)- (gg), 
Gas f Ru ä 
j I— m, En | \ Ii—m, x’ RT -ı gt gs 
Var f I: - (AK-+-WK)- (AH-UH'), 


” Iren fi D) m a F ' ' ' 
I ZgEör+ f TR or = (gA+gA)+(gH+gH)), 
Mi 


/ Iman.ı f ze ox' — (hA-+WA)-+ (AH--WM), 


unde elucet, integralia nostra habere valores multiplices, quales per 4 designavi- 
mus (id quod pro casu speciali jam notum erat *)). Hos itaque valores a calculo 
integrali postulamus, et facta comparatione valores expressinum gR--g’K', 


YıJ 
41 * 
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AK-WK), y4;gA, AA--WA), nec non reliquarum, e quibus gH-—-g’H' ei 
AH- WE conflantur, videlicet gL--g’L', AL--WL, gB--gB', khB-+NB, 
invenlos esse pulamus. Sed quum propter AK’ — AK — BL'— PL (ef. 
aeqgqg. (6.)) habeatur identlice 
(gA-t AK WKN) — (hA4-hAN(gK-IgK') 
(gB-+-gyB)(hL-- WL) —(AB--WB)\(gL-gL), 
alterutler e septem reliquis sponte sequitur; quapropter ad determinationem 
duodeeim quantitatum g, A, g’, 4, A, B, K,L, etc. seplem tantum aequationes 
relinguunlur, quibus accedunt binae illae ex aeqq- (6.) derivatae AK’ —= BL 
et #R—B'L. Tres itaque qnantitatum illarum indeterminatae manent, quod 
mirum videri posset, nisi e sequente consideratione eluceret eas omnino arbi- 
Irarias esse. 
Nam quum ab expressionibus hujusmodi profecli simus 


ru?-Hriut? m __ Storlu+?2aK-+2bL)*-Hr/(u+?2aK’+2bLr)? 
e p" — Se 


quae sex constantes conlinent, facile demonstratur, tres earum salvo valore 
ipsius P’’' ad arbitrium assumi posse. Fit enim 


P'' — SetlKutrKru)4AblrLu4r Li) 44at(rK4r eK) 4SaberÄLHKLN4MCEL HL) 
quare selectis sex aliis constantibus ”,, A,, Z,, rj, A,, Zi talibus ut sit 
r,Ki +r,K =r£kK -+rK”, 
nr, K,L-+-r KL, = rKL-+rKL, 
rLi-+- nl = ri -+rD, 
et introduetis insuper variabilibus z, et %,, per aequationes 

r,K,u-+r,Kiu = rKu--rKw, 
r, Lw+-rd.w = rLau-rLu, 


expressio ipsius P”” in se ipsa redil. Inter sex quanlilates v,, A,, Z.. ri. 
AK}. L; autem, quum tres tanlum aequationes habeantur, tres arbitrariae sunt. 

Rite jam determinatis quadrantibus A, B, K, etc., formentur quantitates 
P, P', P", etc. sicut praeseriptum est in aeqq. (4.); quo facto aequationes (83.) 


solutionem completam problematis praebent. 
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14. 
Notiz über A. Göpel. 


Her: Adolph Göpel, Doctor der Philosophie und einer der Beamten der hie- 
sigen Königlichen Bibliothek, ist wenige Wochen, nachdem er im März d. J. die 
wichtige Abhandlung „T'heoriae transcendentium Abelianarum primt ordinis 
adumbratio levis” zum Druck übergeben, einer kurzen aber schmerzlichen 
Krankheit erlegen. In den Stunden, welche ihm sein Amt frei liefs, widmete 
er sich tiefen mathematischen Speeulationen. Die einzige Erholung von diesen 
fand er in der Musik, in welcher er es bis zu einer bedeutenden Fertigkeit 
gebracht hatte. In stiller Zurückgezogenheit scheint er selbst den Umgang mit 
den Gelehrten seines Faches vermieden zu haben, die erst nach seinem Tode 
erfuhren, welch’ ein bedeutendes Taleni unter ihnen gelebt hatte. Ich habe 
ihn nie gesehen. 

Seine Jugenderlebnisse erzählt @öpel selbst in dem seiner Doctoral- 
dissertalion angehängten Curriculum Vitae. Sein Vater, aus Sachsen gebürtig. 
war Musiklehrer in Rostock, wo er im September 1812 geboren wurde. 
Ein mülterlicher Oheim, der englischer Consul in Corsika war, nahm ihn in 
seinem zehnten Jahre mit sich nach Italien. Dort während eines wechselnden 
Aufenthaltes in mehreren Städten machte es sich dieser Oheim zum angelegent- 
lichen Geschäft, seinen jungen Verwandten in den Anfangsgründen der Wissen- 
schaften selbst zu unterrichten. Einen längeren Aufenthalt in Pisa während der 
beiden Winter von 1525 und 1826 benutzte der junge Göpel, um an der 
dortigen Universität den Vorlesungen der Professoren Preraccioli, Poletti, Gerbi 
und @attesch? über Algebra und Differentialrechnung, Statik und analytische 
Mechanik, theoretische und Experimentalphysik beizuwohnen. Im J. 1827 kehrte 
er nach seiner Vaterstadt Rostock zurück, und besuchte hierauf noch zwei Jahre 
die erste Classe des dorligen Gymnasiums, von wo er die Berliner Universitäl 
bezog. Er ergriff mit Eifer die ihm hier gebotene Gelegenheit einer mannichfachen 
Ausbildung, und hörte aufser mathematischen, physikalischen und chemischen 
auch noch philosophische, philologische, historische und ästhetische Vorlesun- 
gen. Tiefern mathematischen Studien wandte er sich erst nach Beendigung 
seiner Universitätszeil zu, und wurde, wie viele von denen, welche zur rein 
mathematischen Speculation berufen sind, zunächst von der höhern Zahlenlehre 








344 14. Notiz über A. Göpel, 


angezogen. In seiner zur Erwerbung des Doctorgrades an der Berliner Universität 
im März 1835 vertheidigten Disserlalion „De wequationibus secundi gradus 
indetermanatis," welche etwa 14 Bogen umfalst, legte er eine Probe dieser 
arithmelischen Studien ab, welche von grofsem Scharfsinn zeugte und seine 
Fähigkeit zu tiefen Forschungen bekundete. Da diese merkwürdige Dissertation 
nicht in den Handelsverkehr gekommen ist, will ich hier einige der hauptsäch- 
lichsten darin enthaltenen Resultate mittheilen. 

\enn man die Quadratwurzel einer Primzahl A von der Form 4rn--1 
in einen Kettenbruch verwandelt, so enthält, wie bekannt, die symmetrische 
Periode der Nenner zwei gleiche mittlere Terme. Sind die diesen entsprechenden 


vollständigen Quotienten 
vA+I vyA+l 
wi u 


so hat ZJegendre gezeigt, dafs 

Da Wi, A = I’IT- DD, 
und dafs man daher auf diese Weise durch die Verwandlung der Quadrati- 
wurzel der Primzahl 4 in einen Kettenbruch ihre Zerfällung in zwei Quadrate 
erhält. Dieses schöne Resultat war bisher einzig in seiner Art geblieben. 
Durch tiefer eingehende Betrachtungen zeigt nun hier Göpel, wie man auch, 
wenn A eine Primzahl von der Form 4n--3 oder ihr Doppeltes ist, die Zer- 
fällung von A in die Form 9° +2” durch die Entwicklung von yA in einen 
Kettenbruch findet. Jst nämlich A eine Primzahl von der Form Sn--3 
oder ihr Doppeltes, so kommt man bei der Entwicklung von yA in einen 
Kettenbruch immer auf drei auf einander folgende vollständige Quotienten 

yA+l’ YA+I YA4l 

_ All m» ® D' 
in welchen D entweder — AD" oder 4D' oder 4(D’--D') ist, und es wird 
in den beiden ersten Fällen 
A=-+2D*’, 


im dritten 


A = 4(I-T)’+2D’ —= „4(D'’—D’}--2D°, 
wo I—I' immer durch 2, D’—D' durch 4 aufgeht. Wenn dagegen A 
eine Primzahl von der Form Sn--7 oder ihr Doppeltes ist, so wird man 
bei der Verwandlung von YA in einen Kettenbruch immer auf zwei auf- 
einander folgende vollständige Quotienten 


yA + I’ yA +1 
D’ ’ v 
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kommen, für welche 
D-D' — 21 
ist, und diese ergeben 
A —= RP —ı(D—-D'), 
wo D— D' immer gerade :st. 

Ich habe mit Hülfe der Degenschen Tafel die folgende Tabelle ange- 
fertigt, welche anzeigt, für welche Primzahlen von der Form 8r -- 3 oder Dop- 
pelte von solchen die drei von @öpel unterschiedenen Fälle, 

D=-1ıD, D=-1ıD, D= 4D'-D') 

eintreten. | 

D= ıD'’: 3. 6. 11. 22. 38. 43. 59. 83. 131. 139. 179. 211. 214. : 
262. 278. 253. 326. 379. 419. 443. 467. 491. 502. 547. 
659. 683. 694. 739. 787. 811. 827. 838. 971. 998. 

D= ıD': 67. S6. 118. 307. 331. 358. 422. 523. 563. 566. 571. 614. 
643. 662. 691. 859. 934. 947. 

D = 4(D’--D'): 19. 107. 134. 163. 166. 251. 347. 454. 499. 597. 758. 

853. 886. 907. 982. 

üs ist hierbei zu bemerken, dafs wenigstens in den hier betrachteten 
Zahlen unter 1000 der erste Fall bedeutend überwiegt, indem unter den 69 
Zahlen 36 dem ersten, 18 dem zweiten. 15 dem dritten Falle angehören. 


Un 
y) 


— 
er 
u 
— 
D . 


Für die Primzahlen von der Form Sn--7 und ihre Doppelten sind in ähn- 
licher Art die Fälle zu unterscheiden, in welchen D’> D oder D> D'. 
Nach dieser ersten Arbeit hat G@öpel in einem Zeitraume von 12 Jahren 
nichts veröffentlicht, aufser in den Jahren 1843 — 45 mehrere kleine, mit Geist 
verfafste, wenn gleich weniger bedeutende Aufsätze, welche er bei Gelegenheit 
der Gorreetur einer in Greifswalde von Grunert herausgegebenen malhema- 
tischen Zeitschrift niederschrieb. In einer derselben beweist er, dafs wenn in 


e Ar x /yı\n ä 
einer Gleichung (>) —P-y0, wo x2,y,p, n, P, 0 ganze Zahlen 


bedeuten, der Nenner p von 1 verschieden ist, und x, y, p keinen ge- 
meinschaftllichen Theiler haben, immer p—2,n—3 oder ein Vielfaches 
von 3, x ungerade und y von der Form Sn--5 sein mufs. Mit der Hand- 
habung der synthetischen Methoden Sterners zeigt er sich in mehreren dieser 
Aufsätze vollkommen vertraut. Es ist zu vermuthen, dafs sich noch andere 
grölsere unpublicirte mehr oder minder ausgearbeitete Abhandlungen in seinem 
Nachlafs finden werden. Die von ihm kurz vor seinem Tode beendigte oben 
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angeführte Abhandlung behandelt einen hohen und abstracten Theil der Analysis, 
und giebt die Lösung eines der bedeutendsten Probleme, welches sich die ge- 
venwärlige Mathematik gestellt hat, die umgekehrten Functionen der ersten Classe 
der Ibelschen Integrale wirklich darzustellen. Durch eine glückliche Divinalion 
verallgemeinert er auf naturgemäfse Art die einfachen Reihen ©, auf welche 
ich die elliplischen Funetionen zurückgeführt habe, und findet, dafs diese ver- 
allgemeinerten Reihen die Coöfiicienten der quadratischen Gleichung geben, deren 
beide Wurzeln in meiner Theorie der hyperelliptischen Functionen die simul- 
tanen Umkehrungsfunetionen zweier Integralsummen sind. Das einfache Mittel, 
dessen er sich hiezu bedient, ist die Multiplication zweier von den verallge- 
meinerten Reihen, wie ich ein ähnliches Verfahren für die Funclionen © selbst 
im 3ten Bande des mathematischen Journals S. 305 angegeben habe. Meisterhaft 
ist die Art, wie er die Dilferentialgleichungen, welche er findet, ungeschreckt 
von ihrer Complication, durch eine passende Substitution in die verlangte Form 
der von mir aufgestellten Systeme der hyperelliptischen Differenlialgleichungen 
bringt, und hierdurch das gestellte Problem vollständig erledigt. Aber Göpel 
war nicht der einzige, welcher sich mit Glück mit diesem schönen Probleme 
beschäftigt hat. Eine andere, umfangreichere Arbeit, welche, wie ich glaube. 
seit dem October v. J. einer berühmten Akademie vorliegt, und deren wesent- 
licher Inhalt mir von ihrem Verfasser und von mir auch einigen geehrten 
Freunden seit 3 Jahren bereits mitgetheilt worden ist, geht von derselben glück- 
lichen Divination aus, und führt, wenn auch auf verschiednem, vielleicht leich- 
term Wege zu denselben Resultaten. 

Ich bemerke noch, dafs die von @öpel angestellten Betrachtungen über 
die zweiten Differentiale seiner Funclionen, welche für den jetzigen Zweck der 
Ahhandlung überflüssig sind, so wie seine ausdrücklichen Worte S. 297 „quas 
ad seeundam speciem nostrarum funclionum facere znfra videbis” und S. 298 
„Quam znfra ad terliam speciem funetionum quadrupliciter periodicarum per- 
tinere videbis” auf weitere noch in der Abhandlung selbst auszuführende Unter- 
suchungen deuten, die man aber in derselben mit Bedauern vermilst. Vielleicht 
linden sich dieselben in des Autors Papieren, die vielleicht auch das gewagt 
scheinende Wort rechtfertigen, dafs eine ähnliche Methode sich auf alle Transcen- 
denten erstrecke, welche aus der Integration algebraischer Gröfsen entstehen. 
Auch dürfte schon nicht so ganz unbedenklich, wie der Verfasser meint, die 


Ausdehnung auf die Integrale erscheinen, in denen die unter dem (Quadrat- 
wurzelzeichen befindliche Function den sechsten Grad übersteigt, da bei ihnen 
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die Anzahl der in den Reihen enthaltenen Constanten nicht mehr, wie bei den 
elliptischen und den Adelschen Integralen der ersten Classe, mit der Anzahl 
der Moduln übereinstimmt. 

Wenn auch nicht in der ersten Jugendblüthe, wie Galois und Abel, 
so hat doch auch hier viel zu früh und mitten in der Arbeit der Tod ein 
bedeutendes Talent hinweggerafl. Freuen wir uns, dafs uns von demselben 
wenigstens ein schönes und dauerndes Denkmal hinterblieben ist. Bei der Ge- 
wohnheit der Deutschen, ihre Arbeiten überreif werden zu lassen, und ihrer 
Scheu, mit ihren besten Gedanken hervorzutreten, wären wir leicht um die 
Früchte der Arbeit @öpels gekommen, wenn ihn nicht ein von Hrn. Hermite 
an mich gerichteter Brief, wie in der Einleitung der Abhandlung angedeutet ist. 
zu ihrer Bekanntmachung bewogen hätte; oder es hat ein dunkles Vorgefühl. 
das uns aus den Worten „quum magis quam oplabam festinandum fuisset” an- 
spricht, ihn zur Eile ermahnt. 


Berlin, d. 22. Sept. 1847. 
Ü. @. J. Jacobi. 





Der Herausgeber dieses Journals bemerkt noch, dafs der Herr Dr. Göpel. 
als er ihm das Manuscript zu der nunmehr hier gedruckten Abhandlung über- 
gab, dabei auf Befragen äufserte, er habe nicht die Absicht gehabt, an der 
Bewerbung um den von der Pariser Akademie ausgesetzten Preis Theil zu 
nehmen; es genüge ihm, wie er hinzufügte, die Freude, welche er an der 
Beschäftigung mit der Mathematik finde. Dafs diese letzte Bemerkung ernst 
gemeint war, davon ist der offenbarste Beweis der, dafs, wie es die vor- 
stehende Notiz berichtet, der Herr Dr. Göpel, in den 12 Jahren seit seiner 
Doctor-Dissertation bis auf die gegenwärtige Abhandlung leider! nur Weniges 
weiter öffentlich bekannt gemacht hat, und dafs sogar die übrigen Früchte sei- 
ner Beschäftigung mit der Mathematik andern hiesigen Mathematikern unbekann! 
geblieben waren. Als daher der Herausgeber dieses Journals dem Herrn 
Dr. Göpel, indem er ihm den besten Dank für den schönen Beitrag zum Journale 
sagte, bemerklich machen mufste, dafs er wegen der grofsen Menge schon 
vorliegender, ebenfalls wichtiger Beiträge, mit dem besten Willen nicht im 
Stande sei, den Druck seiner Abhandlung im Journal unverzüglich geschehen zu 
lassen, oder ihn auch nur in dem Maafse zu beschleunigen, wie er es wohl 
wünschte, hatte der Herr Dr. Göpel gegen den Aufschub nichts einzuwenden. 
Der Herausgeber des Journals war nun bemüht, die Abhandlung so schnell als 
möglich in das Journal zu bringen; aber so eben, als darauf bald wirklich 
der Raum dazu sich ergab, hörte er die Nachricht von dem fast plötzlichen 
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Dahinscheiden des Herrn Verfassers. Wäre es auch nur entfernt zu ahnden 
gewesen, dafs dieses traurige Ereignifs so nahe bevorstehe, so würde der 
Herausgeber alles Andre unbedingt aufgeschoben und die Abhandlung des 
Herrn Dr. Göpel sofort zum Druck befördert haben. Allein dies war durch- 
aus .nicht der Fall. Herr @öpel stand noch im ersten Mannes- Alter und 
schien nichts weniger als kränklich. Dem Herausgeber ist es indessen bei dem 
Allem wahrhaft schmerzlich, dafs er nicht dennoch die Abhandlung vor allem 
Anderem drucken liefs, und dafs es nicht noch vor dem Hinscheiden des Ver- 
fassers geschehen ist. 

Der Herausgeber hat den Herrn Dr. @öpel nur einmal, etwa eine 
Stunde lang. gesehen und gesprochen; aber er wird sich dessen stets mit 
einer wehmüthigen Freude erinnern; denn er fand in ihm nicht allein einen 
unverkennbar wahren Gelehrten, sondern auch eine, durch Bescheidenheit, 
Offenheit, durch die feinste Bildung und die angenehmsten geselligen Formen 
liebenswürdiee Persönlichkeit, in einem Maafse, wie es nur selten vorkommt. 
Von seinen Mitarbeitern in der Bibliothek ist er stels hochgeachtet und ge- 
liebt worden; so wie von Allen. die ihn sonst kannten. Und Gelehrter war 
er nicht blofs in der Mathematik, von einem Range, wie er sich in seinen 
Abhandlungen zu erkennen giebt, sondern, wie der Herausgeber gehört hat, 
auch in andern Wissenschaften. In der Musik war sein theoretisches Wissen 
und seine praclische Ubung. wie dem Herausgeber einer seiner Bekannten 
gesagt hat, der den Herrn Göpel lange und genau kannte, und der ein urtheils- 
berechtigter Kenner ist, sehr bedeutend. Der Herr Dr. Göpel war daher 
in mehr als einem Betracht ein höchst ausgezeichneter Mann, dessen so früher 
Hintritt als ein wahrer Verlust für die Wissenschaft und die Kunst zu betrach- 
ten sein dürfte. 

Der Herausgeber hat einige Hoffnung, noch andre fertige mathematische 
Arbeiten des Herrn Dr. @öpel für das Journal aus dessen Nachlafs zu er- 
halten, und er wird sich, wenn diese Hoflinung erfüllt werden sollte, beeilen, 
diese Arbeiten dem mathematischen Publieum mitzutheilen. Zur Aufnahme 
der Dissertation in das Journal, von welcher der Herr Prof. Jacob: vorste- 
hend eine so schöne Übersicht giebt, hat er schon die Erlaubnifs erlangt, und 
es wird daher diese Disserlation jedenfalls und sobald als möglich in dem 
Journale gedruckt werden. Auch glaubt er, wegen der Ausgezeichnetheit des 
Mannes, nicht zu fehlen, wenn er, wie es geschehen soll, nach den noch vor- 
räthigen,. schon gedruckten und vertheillen Fac-simile’s, einem der folgenden 
Hefte ein Fac-simile der Handschrift des Herrn Göpel beifügt. 

Berlin, den 25. Septbr. 1847. 


A. L. Ürelle. 
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15. 
Zur Theorie der complexen Zahlen. 


(Von dem Herrn Prof. Kummer in Breslau.) 


(Auszug aus den Berichten der Königl. Akad. ‘der Wiss. zu Berlin vom März 1845.) 





Es ist mir gelungen, die Theorie derjenigen complexen Zahlen, welche aus 
höheren Wurzeln der Einheit gebildet sind und welche bekanntlich in der 
Kreistheilung, in der Lehre von den Potenzresten und den Formen höherer 
Grade eine wichtige Rolle spielen, zu vervollständigen und zu vereinfachen; 
und zwar durch Einführung einer eigenthümlichen Art imaginärer Divisoren. 
welche ich zdeale complexe Zahlen nenne; worüber eine kurze Mittheilung 
zu machen ich mir erlaube. 

Wenn « eine imaginäre Wurzel der Gleichung «*—=1, 4 eine Primzahl ist 
und 4, a,, @,, etc. ganze Zahlen sind, so ist f(e) = a + ae + ma +... +4, _,@'' 
eine complexe ganze Zahl. Eine solche complexe Zahl kann entweder in 
Factoren derselben Art zerlegt werden; oder auch nicht. Im ersten Fall ist 
sie eine zusammengesetzte Zahl: im andern Fall ist sie bisher eine complexe 
Primzahl genannt worden. Ich habe nun aber bemerkt, dafs, wenn auch f(«, 
auf keine Weise in complexe Factoren zerlegt werden kann, sie deshalb noch 
nicht die wahre Natur einer complexen Primzahl hat, weil sie schon gewöhn- 
lich der ersten und wichtigsten Eigenschaft der Primzahlen ermangelt: nämlich. 
dafs das Product zweier Primzahlen durch keine von ihnen verschiedene Prim- 
zahl theilbar ist. Es haben vielmehr solche Zahlen f(«), wenn gleich sie nicht 
in complexe Factoren zerlegbar sind, dennoch die Natur der zusammengesetzten 
Zahlen; die Factoren aber sind alsdann nicht wirkliche, sondern ideale com- 
plexe Zahlen. Der Einführung solcher idealen complexen Zahlen liegt der- 
selbe einfache Gedanke zu Grunde, wie der Einführung der imaginären Formeln 
in die Algebra und Analysis; namentlich bei der Zerfällung der ganzen ralio- 
nalen Functionen in ihre einfachsten Factoren, die linearen. Ferner ist es auch 
dasselbe Bedürfnifs, durch welches genölhigt, @aufs bei den Untersuchungen 
über die biquadratischen Reste (weil hier alle Primfactoren von der Form 
Im--1 die Natur zusammengesetzter Zahlen zeigen) die complexen Zahlen 
von der Form a--by—1 zuerst einführte. 

42 * 
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Um nun zu einer festen Definition der wahren (gewöhnlich idealen ) 
Primfactoren der complexen Zahlen zu gelangen, war es nölhig, die unter 
allen Umständen bleibenden Eigenschaften der Primfactoren complexer Zahlen 
zu ermitteln, welche von der Zufälligkeit, ob die wirkliche Zerlegung Statt 
habe, oder nicht, ganz unabhängig wären: ungefähr eben so, wie man, wenn 

der Geomelrie von der gemeinschaftlichen Sehne zweier Kreise gesprochen 
wird, auch dann, wenn die Kreise sich nicht schneiden, eine wirkliche Defi- 
nition dieser idealen gemeinschaftlichen Sehne sucht, welche für alle Lagen 
der Kreise pafst. Dergleichen bleibende Eigenschaften der complexen Zahlen, 
welche geschickt sind, als Definitionen der idealen Primfactoren benutzt zu wer- 
den, giebt es mehrere, welche im Grunde immer auf dasselbe Resultat führen 
und von denen ich eine als die einfachste und allgemeinste gewählt habe. 

Ist » eine Primzahl von der Form m4-+-1, so lälst sie sich in vielen 
Fällen als Product von folgenden 4—1 complexen Factoren darstellen: p = 
fie).f(e).f(e)....f(e"); wo aber eine Zerlegung in wirkliche complexe 
Printer nicht möglich ist: dann sollen die idealen Primfactoren eintreten, 
um dieselbe zu leisten. Ist f(«) eine wirkliche complexe Zahl und ein Prim- 
faclor von pP, 50 hat sie die Eigenschaft, dafs, wenn statt der Wurzel der 
Gleichung «—=1 eine bestimmte Congruenzwurzel von ®==1, mod. p, sub- 
stituirt wird, f(£)== 0, mod.p, ist. Also auch, wenn in einer complexen Zahl 
P(e) der Primfactor f(«) enthalten ist, wird P(S)=0, mod. p; und umge- 
kehrt: wenn P(S)=0, mod.p, und p in A—1 complexe Primfactoren zer- 
lesbar ist, enthält D(«) den Primfactor f(«). Die Eigenschaft P($) =0, 
mod. p ist nun eine solche, welche für sich selbst von der Zerlegbarkeit der 
Zahl p in A—1 Primfactoren gar nicht abhangt; sie kann demnach als Defini- 
tion benutzt werden, indem bestimmt wird, dafs die complexe Zahl P(«) den 
idealen Primfactor von p enthält, welcher zu «==S5 gehört, wenn P(H)=0, 
mod. p, ist. Jeder der A—1 complexen Primfactoren von p wird so durch 
eine Congruenzbedingung ersetzt. Dies reicht hin, um zu zeigen, dafs die 
complexen Primfactoren, sie seien wirklich, oder nur ideal vorhanden, den 
complexen Zahlen denselben bestimmten Character ertheilen. In der hier ge- 
vebenen Weise aber gebrauchen wir die Congruenzbedingungen nicht als De- 
finitionen der idealen Primfactoren,. weil diese nicht hinreichend sein würden, 
mehrere gleiche, in einer complexen Zahl vorkommende ideale Primfactoren 
vorzustellen, und weil sie, zu beschränkt, nur ideale Primfactoren der realen 


Primzahlen von der Form mi4—1 geben würden. 
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Jeder Primfactor einer complexen Zahl ist immer zugleich auch Prim- 
factor irgend einer realen Primzahl g, und die Beschaffenheit der idealen Prim- 
factoren ist besonders von dem Exponenten abhängig, zu welchem g gehört, 
für den Modul A. Derselbe sei f, so dafs =1, mod.), und A—1 =e:f. 
Eine solche Primzahl y läfst sich niemals in mehr als e complexe Primfactoren 
zerlegen, welche, wenn diese Zerlegung wirklich ausführbar ist, sich als lineare 
Functionen der e Perioden von je f Gliedern darstellen. Diese Perioden der 
Wurzeln der Gleichung «& —1 bezeichne ich durch 7, m, Ms +... 7.15 und 
zwar in der Ordnung, dafs jede in die folgende übergeht, wenn «@ in «’ ver- 
wandelt wird, wo y eine primitive Wurzel von A ist. Bekanntlich sind die 
Perioden die e Wurzeln einer Gleichung vom eten Grade; und diese, als Gon- 
gruenz betrachtet, für den Modul g, hat immer e reale Congruenzwurzeln, 
welche ich durch z, %, %, .... %,_, bezeichne und in einer entsprechenden 
Reihenfolge nehme, wie die Perioden, für welche, aufser der Congruenz vom 
eten Grade, noch andere leicht zu findende Congruenzen gebraucht werden. Wird 
nun die aus Perioden gebildete complexe Zahl 7 +an,+-dm-+... + e_ın.ı 
kurz durch $&(n) bezeichnet, so giebt es unter den Primzahlen g, welche zum 
Exponenten f gehören, immer solche, die sich auf die Form 

y—= Pin)P(n)P (mn)... Plne-ı) 

bringen lassen, in welcher auch die e Factoren niemals eine weitere Zerlegung 
gestatten. Setzt man statt der Perioden ihre entsprechenden Congruenzwur- 
zeln, wobei sich eine Periode beliebig festsetzen läfst, welche einer bestimmten 
Congruenzwurzel entsprechen soll, so wird immer einer der e Primfactoren 
congruent Null, für den Modul g. Enthält nun irgend eine complexe Zahl fe) 
den Primfactor $(7), so wird sie die Eigenschaft haben, für „= u,, nı = %,,ı» 
72 Ur,2, etc. congruent Null zu werden, für den Modul g. Diese Eigenschaft 
nun (welche eigentlich f besondere Congruenzbedingungen in sich schlieist, 
deren Entwicklung zu weit führen würde) ist eine bleibende; auch für dieje- 
nigen Primzahlen g, welche eine Zerlegung in die e wirklichen complexen Prim - 
factoren nicht gestalten. Sie könnte daher als Definition der complexen Prim- 
factoren benutzt werden, würde aber den Mangel haben, dafs sie die in einer 
complexen Zahl vorhandenen gleichen idealen Primfactoren nicht ausdrückte. 

Die von mir gewählte Definition der idealen complexen Primfacioren, 
welche im Wesentlichen zwar mit der hier angedeuteten übereinstimmt, aber 
einfacher und allgemeiner ist, beruht darauf, dafs sich, wie ich besonders be- 
weise, immer eine aus Perioden gebildete complexe Zahl w() finden läfst. 
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von der Art, dals w(n)w(n,)w(m)....w(n._,) (welches eine ganze Zahl ist) 
durch g theilbar sei, aber nicht durch g’. Diese complexe Zahl w(n) hat als- 
dann immer die obige Eigenschaft, dafs sie congruent Null wird, modulo 9, 
wenn statt der Perioden die entsprechenden Congruenzwurzeln gesetzt wer- 
den, also w(n)=0, mod.g, für n=u, n=u, m=—=%W, etc. Ich setze 
nun (m) WR)... WW.) = Pin) und definire die idealen Primzahlen fol- 
seendermaalsen: 





Wenn f(«) die Eigenschaft hat, dafs das Product f(«). 7(n,.) durch g theilbar 
ist, so soll dies so ausgedrückt werden: Es enthält f(«) den idealen Prim- 
factor von g, welcher zu «—=n, gehört. Ferner, wenn f(«) die Eigen- 
schaft hat, dafs f(e)(P(n,))“ durch g“ theilbar ist, aber f{e)(F(n,))"*' 
nicht theilbar durch g“*', so soll dies heifsen: Es enthält f{«) den zu 
ua —=n, gehörigen idealen Primfactor von y genau 1 mal. 


Es würde hier zu weit führen, wenn ich den Zusammenhang und die 
Übereinstimmung dieser Definition mit den oben angedeuteten, welche durch 
Congruenzbedingungen gegeben werden, entwickeln wollte; ich bemerke nur, dafs 
die Bedingung: f(«) P(n,) sei durch g theilbar, f verschiedenen Congruenzbe- 
dingungen vollkommen gleichbedeutend ist, und dafs die Bedingung: f{«)(F(n,))" 
sei durch g“ theilbar, sich allemal durch «.f Congruenzbedingungen vollständig 
ersetzen lälst. Die ganze von mir bereits fertig ausgearbeitete Theorie der 
idealen complexen Zahlen, deren Hauptsätze ich hier mittheilen will, ist eine 
Rechtfertigung sowohl der gegebenen Definition, als auch der gewählten Be- 
nennung. Diese Haupisätze sind folgende: 


Das Product zweier oder mehrerer complexen Zahlen hat genau die- 
selben idealen Primfactoren, wie die Factoren zusammengenommen. 

Wenn eine complexe Zahl (welche als Product von Factoren auftritt) 
alle e Primfactoren von g enthält, so ist sie auch durch g selbst theilbar; ent- 
hält sie aber irgend einen dieser idealen Primfactoren nicht, so ist sie nicht 
durch g theilbar. 

\Venn eine complexe Zahl (in Form eines Products) alle e idealen 
Primfactoren von g enthält, und zwar jeden wenigstens « mal, so ist sie 
durch 4“ theilbar. 


Wenn f(«) genau »n ideale Primfactoren von g enthält, sie mögen ver- 
schieden, oder zum Theil, oder sämmtlich gleich sein, so enthält die Norm 
Nfle) = fle)fle‘).... fie") genau den Factor g"””. 
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Jede complexe Zahl enthält nur eine endliche, bestimmte Anzahl idealer 
Primfatoren. 

Zwei complexe Zahlen, welche genau dieselben idealen Primfactoren 
enthalten, unterscheiden sich nur durch eine complexe Einheit, welche als 
Factor hinzutreten kann. 


Eine complexe Zahl ist durch eine andere Llheilbar, wenn alle idealen 
Primfactoren des Divisors auch in dem Dividendus enthalten sind; und der 
Quotient enthält genau den Überschufs der idealen Primfactoren des Dividendus 
über die des Divisors. 


Aus diesen Sätzen geht hervor, dafs die Rechnung mil complexen Zahlen 
durch Einführung der idealen Primfactoren ganz dieselbe geworden ist, wie 
die Rechnung mit den ganzen Zahlen und den ganzzahligen realen Primfac- 
toren derselben. Es erledigt sich somit die Klage, welche ich in dem Bres- 
lauer Programm zur Jubelfeier der Universität Königsberg 8. 15 aussprach: 
Maxime dolendum videtur, quod haec numerorum realium virlus, ul in 
factores primos dissolv: possint, qui pro eodem numero semper üdem sıint, 
non eadem est numerorum complexorum, quae si esset fola haec doctrina, 
quae magnis adhuc diffieultatibus laborat, facıle absolvi et ad finem per- 
ducı posset. etc. Auch sieht man, dafs die idealen Primfactoren die innere 
Natur der complexen Zahlen aufschliefsen, sie gleichsam durchsichtig machen 
und das innere cerystallinische Gefüge derselben zeigen. Ist nämlich eine com- 
plexe Zahl nur unter der Form a-+u,c+@«@-+.... --a,_,«'”' gegeben, so 
läfst sich vorläufig wenig über dieselbe aussagen, bis man durch die idealen 
Primfactoren derselben (welche hier immer durch directe Methoden vollständig 
gefunden werden können) ihre einfachsten qualitativen Bestimmungen gefunden 
hat, welche als Grundlagen aller ferneren zahlentheoretischen Untersuchun- 
gen dienen. 


Die idealen Factoren der complexen Zahlen Ireten, wie gezeigt, als 
Factoren von wirklichen complexen Zahlen auf: es müssen deshalb ideale Fac- 
toren, mit andern passenden multiplicirt, immer wirkliche complexe Zahlen zu 
Producten geben. Diese Frage nun, über die Zusammensetzung der idealen 
Factoren zu wirklichen complexen Zahlen, ist, wie ich an den bereits von 
mir gefundenen Resultaten zeigen werde, von grofsem Interesse, weil sie mil 
den wichtigsten Abschnitten der Zahlentheorie in innigem Zusammenhange steht. 
Die beiden wichtigsten Resultate über diese Frage sind folgende: 
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Es giebt immer eine endliche, bestimmte Anzahl idealer complexer Mul- 
tiplieatoren, welche nöthig und hinreichend sind, um alle möglichen idealen com- 
plexen Zahlen zu wirklichen zu machen *). 

Jede zdeale complexe Zahl hat die Eigenschaft, dafs eine bestimmte 
sanze Potenz derselben zu einer werklichen complexen Zahl wird. 

Ich gehe in einige nähere Entwickelungen dieser beiden Sätze ein. 
Zwei ideale complexe Zahlen, welche, mit einer und derselben idealen Zahl 
multiplieirt, beide zu wirklichen complexen Zahlen machen, nenne ich äquevalent 
oder derselben Classe angehörig, weil diese Untersuchung über die wirklichen 
und die idealen complexen Zahlen vollständig identisch ist mit der Classifica- 
ion gewisser zusammengehöriger Formen vom 4—1ten Grade mit —1 Va- 
riabeln. über welche Dörichlet die Hauptresultate gefunden, aber noch nicht 
veröffentlicht hat, so dafs ich nicht genau weils, ob sein Princip der Classi- 
fication mit diesem, aus der Theorie der complexen Zahlen sich ergebenden 
senau übereinstimmt. Als besonderer Fall ist die Theorie der Formen vom 
zweiten Grade mit zwei Variabeln, jedoch nur wenn die Determinante eine 
Primzahl 4 ist, mit in diesen Untersuchungen begriffen, und es stimmt hier 
unsere Classification mit der @aufsischen, aber nicht mit der von Legendre 
überein. Auch wirft dieselbe ein helleres Licht auf die Gaufsische Classifica- 
tion der Formen vom zweiten Grade, und auf den wahren Grund der Unter- 
scheidung von Aequivalentia propria et impropria, welche, wie nicht zu läug- 
nen. so, wie sie in den Disquisitiones arihmeticae auftritt, immer einen Schein 
des Unpassenden behält. Wenn nämlich dort zwei Formen, wie ar’+2bxy--cy' 
und ae —2bxy-+cy‘, oder ax +2bxey-+cy’ und c&+2bry-+ay, als 
verschiedenen Classen angehörend betrachtet werden. während in Wahrheit 
ein wesentlicher Unterschied derselben nicht aufzufinden ist, und wenn ande- 
rerseils die @aufsische Classification dennoch als die der Natur der Sache am 
meisten entsprechende anerkannt werden mufs: so wird man genöthigt, die 
sich wirklich nur ganz äufserlich von einander unterscheidenden Formen, wie 

-2bxcy-ey undax —?2bxy--cy‘, blofs als die Repräsentanten zweier 
m: aber Ww nat verschiedenen Begriffe der Zahlentheorie aufzufassen. 
Diese aber sind in Wahrheit nichts anderes als zwei verschiedene ideale Fac- 
toren. welche einer und derselben Zahl angehören. Die ganze Theorie der 





*) Ein Beweis dieses wichtigen Satzes, wenn gleich in weit geringerer Allgemein- 
heit und in ganz anderer Form, findet sich in der Dissertation: De unitatibus complexis 
von L. Aronecker, Berlin 1845. 
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Formen vom zweiten Grade, mit zwei Variabeln, kann nämlich als Theorie der 
complexen Zahlen von der Form &--yyD aufgefalst werden, und führt dann 
nothwendig zu idealen complexen Zahlen derselben Art. Diese classilieiren sich 
aber eben so nach den idealen Multiplicatoren, welche nöthig und hinreichend 
sind. um sie zu wirklichen complexen Zahlen von der Form z- yyD zu 
machen. Mit der @aufsischen Classification übereinstimmend, erschlielsen diese 
so den wahren Grund derselben. 

Die allgemeine Untersuchung über die idealen complexen Zahlen hat 
die gröfste Analogie mit dem bei G@aufs sehr schwierig behandelten Abschnitte: 
De compositione formarum, und die Hauptresultate, welche Gauwfs für die 
quadratischen Formen pag. 337 sqq. bewiesen hat, finden auch für die Zu- 
sammensetzung der allgemeinen idealen complexen Zahlen Statt. Es gehört 
hier zu jeder Classe idealer Zahlen eine andere Classe, welche, mit dieser 
ınultiplieirt, wirkliche complexe Zahlen hervorbringt (die wirklichen complexen 
Zahlen bilden hier das Analogon der Classis principalis). Es sind hier auch 
Classen, welche, mit sich selbst multiplieirt, wirkliche complexe Zahlen (die 
Classis principalis) geben, also ancipites; namentlich ist die Classis prinei- 
palis selbst stets eine Classes anceps. Nimmt man eine ideale complexe Zahl 
f(e) und erhebt sie zu Potenzen, so gelangt man, nach dem zweiten der obi- 
sen Sätze, immer zu einer Potenz, welche eine wirkliche complexe Zahl ist; 
wenn 4 die kleinste Zahl ist, für welche (f(«))" eine wirkliche complexe Zahl 
ist, so gehören f(e@). (flo), (f@)), .... f(«)" alle verschiedenen Classen 
an. Es kann nun geschehen, dafs diese, namentlich bei passender Wahl des 
fe), alle vorhandenen Classen erschöpfen: ist es nicht der Fall, so wird leicht 
bewiesen, dafs die Anzahl aller Classen wenigstens immer ein Vielfaches von 
» ist. Ich bin vorläufig noch nicht tiefer in dieses Gebiet der Theorie der 
complexen Zahlen eingedrungen; namentlich habe ich eine Untersuchung der 
wahren Anzahl der Classen noch nicht unternommen, weil. wie ich durch münd- 
liche Mittheilungen erfahren habe, Dirichlet, nach ähnlichen Prineipien, wie 
in seinen berühmten Abhandlungen über die quadratischen Formen, diese An- 
zahl bereits gefunden hat. Ich bemerke nur noch dies Eine über den Character 
der idealen complexen Zahlen, dafs sie, nach dem zweiten der obigen Sälze, 


als bestimmte Wurzeln aus wirklichen complexen Zahlen überall angesehen und 
h 
dargestellt werden können, oder dafs sie immer die Form y((«)) annehmen, 


wo P(e) eine wirkliche complexe Zahl ist, und 4 eine ganze Zahl. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 43 
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Aus den verschiedenen Anwendungen, welche ich von dieser Theorie 
der compiexen Zahlen schon gemacht habe, hebe ich nur die Anwendung auf 
die Kreistheilung hervor; als Vervollständigung Dessen, was ich in dem er- 
wähnten Programm bereits mittheilte. Bu man 


| A, oP-?2 
0,2) = T+tar+a pe” +....t0”°z2 


wo « —1, z@’—1, p=m/4--1, und g eine primitive Wurzel der Primzahl 
p ist, so ist bekanntlich («, x)‘ eine von & unabhängige, aus den Wurzeln der 
Gleichung « —=1 gebildete complexe Zahl. Für diese habe ich in dem er- 
wähnten Programm, unter der Voraussetzung, dafs p sich in 4—1 wirkliche 
complexe Primfactoren zerlegen läfst, deren einer f‘«) sei, folgenden Aus- 
druck gefunden: 
| m}-ı 
(a,.2)’ — - tale a). \.fe). fie). fe), 

in welchem die ee N, M;,, ın,, etc. so bestimmt sind, dafs 
allgemein »»; positiv kleiner als A und k.m, ==1, mod. 4 ist. Genau derselbe 
einfache Ausdruck gilt nun, wie sich leicht beweisen läfst, ganz allgemein, 
auch wenn f(«e),. der Primfactor von p, nicht ein wirklicher, sondern nur ein 
idealer ist. Um aber in letzterem Falle den Ausdruck des (ec, x)* in Form 
einer wirklichen complexen Zahl zu haben, darf man nur das ideale f(«) als 
Wurzel aus einer wirklichen complexen Zahl darstellen, oder eine der (wenn 
auch indirecten) Methoden anwenden, welche dazu dienen, eine wirkliche com- 


plexe Zahl herzustellen, deren ideale Primfactoren gegeben sind. 





16. Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren. 327 


16. 


Über die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit 
gebildeten complexen Zahlen in ihre Primfactoren. 


(Von Herrn Dr. E. E. Kummer, Professor in Breslau. ) 





I. dem vorstehenden Aufsatze, welchen ich als Einleitung zu dem hier fol- 
senden anzusehen bitte, habe ich vor einiger Zeit die Resultate meiner Un- 
tersuchungen über die Zerlegung der complexen Zahlen niedergelegt. Die 
Entwickelung und Begründung derselben soll nun der Gegenstand der gegen- 
wärtigen Abhandlung sein. 
$. 1. 

Es sei A eine Primzahl und « eine imaginäre Wurzel der Gleichung @’ —-1. 

so ist die allgemeinste Form der complexen Zahlen, welche wir hier untersuchen : 


” 


pe) = meta ++ ....+a_,0 
in welchem Ausdruck die Coöffiecienten @,, &, a,, etc. ganze Zahlen sind. 
In besonderen Fällen können alle diejenigen Coeflicienten der complexen Zahl. 
welche mit den zu denselben Perioden gehörenden Wurzeln der Einheit mul- 
tiplicirt sind, einander gleich werden; so dafs die complexe Zahl zu einer 
linearen Function der Perioden wird. Die Untersuchung dieser besondern 
Art complexer Zahlen, welche andrerseits, da die Perioden auch eingliedrig 
sein können, die allgemeine complexe Zahl als besondern Fall in sich schliefst. 
bildet die Grundlage für die Auffindung der Primfactoren aller aus den Wurzeln 
der Einheit geformten complexen Zahlen; weshalb wir zunächst nur von diesen 
zu handeln haben. 

Besteht die Zahl A—1 aus den beiden Factoren e und f, so dafs 
.—1==e-f, und bezeichnet 7 eine primitive Wurzel von A, so kann man 
die imaginären Wurzeln der Gleichung «= 1 folgendermafsen in e Perioden 
von je f Gliedern zusammenordnen: 


a € 2e I (f—-NDe 
ae | 
n = a td +0 +...+0 i 
+1 2e+1 (f-NDe+1 
un ef we E | 
n = a to +0 +....4t07 : 
2 e+?2 2e+?2 ‚F=-De+?2 
mn = or + or -- a’ + Aal + or ‚ 


\ 


a1 en + Pre un 4 Be 
43 * 


Ne 
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Das Product zweier Perioden läfst sich bekanntlich als lineare Function 

der ähnlichen Perioden mit ganzzahligen Coöfficienten darstellen; deshalb sei 
R k k k k 
1) 7m = uftmn mn +mn-+ ....+m._117_ı, 
woraus auch die scheinbar allgemeinere Gleichung folgt: 
h k R k R 
> 2 se ih ) MSN | Ä 
2) nn uf mat mat me: 
h 

Der Coöflieient « ist immer gleich Null, aufser wenn f gerade und k—=0, 





oder f ungerade und zugleich k=—= te ist; in welchen beiden Fällen — -1 ist. 
k 

Die übrigen Coöflieienten »n, haben sehr einfache Beziehungen zu einander, 
welche wir kurz entwickeln wollen. Multiplicirt man zwei Perioden von 
f Gliedern mit einander, so ist die Anzahl aller Glieder des entwickelten Pro- 
duets gleich ff; deshalb mufs, wenn in der Gleichung (1.) die Perioden als 
Summen von je f Wurzeln aufgefafst werden, die Summe aller Coöffieienten 
gleich ff, also 


h k k R k 
ff = uf+mf+mf+mf+....+mf: 
mithin 
le a A Fa k 
8) f= utm+m+m-+....+m,_, 


sein. Setzt man ferner in der Gleichung (2.) nach einander r—0,1,2,.... e—1 
und nimmt die Summe, so erhält man 
c—1 k k k k k 


In. > efu -m— m — m — 2... — Mm. 


also, vermöge (1.), und weil ef—=4—1 ist: 
2-1 k 


(4) 3,14: = uh—f. 


0 





A 
Berücksichligt man noch den oben angegebenen Werth von «, so zeigt sich 


dafs diese Summe immer gleich —f ist; mit Ausnahme der beiden Fälle: er- 





stens, wo f gerade und k=-0, und zweitens, wo f ungerade und A= Le ist: 
in welchen Fällen diese Summe gleich 4 —f ist. 





Verwandelt man ferner in der Gleichung (2.) k in e—k, so wird 
c—k c—k e—k c—k e—k 


| | | | | I, 
1, = uftmn m NH tt MN: Marten 


Setzt man aber in derselben Gleichung (2.) r —A statt r, so ist 

h r Ä 5 k 
| | L | 
Nr rk uf- am Nr—kT MN, tt: | MN k+e—: 
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Durch Vergleichung dieser beiden Ausdrücke erhält man allgemein 


k c—k 
(5.) AN, = M,_:x- 

Multiplieirt man endlich die Gleichung (2.) mit »,,, und nimmt die Summe füı 
r —0, 1,2, .... e—1, so erhält man rg der Formel (4.): 

e—1 

SD  -e Pr © ’ no | 

Zar Mar = LT bit, wenn f gerade ist und 

0) 

c—1 ur k 

In, Nkpr in = STH km, ,., wenn f ungerade ist; 


() 


und weil sich in den Summen zur Linken A und % vertauschen lassen. so fole! 


k h 
6 m, == m,, wenn f gerade und 
(6.) k h 
My = My;,, Wenn f ungerade ist. 


Die Gleichung (1.), weiche die Grundlage jeder Rechnung mit den 
Perioden ist, drückt eigentlich ein System von e verschiedenen Gleichungen 
für k—=0, 1, 2, .... e—1 aus. Diese zusammen reichen auch gerade hin. 
um aus ihnen die e Perioden selbst zu finden. Eliminirt man nämlich alle 
Perioden, aufser der ersten 7, so erhält man für n7 eine Gleichung vom eten 
Grade; und zwar genau jene bekannte Gleichung, deren Wurzeln alle e Pe- 
rioden sind. Läfst man ferner irgend eine der e Gleichungen, welche in (1.) 
enthalten sind, weg, und betrachtet die erste Periode 7 als bekannt, die übrigen 
e—1 Perioden als unbekannt, so erhält man ein System von e—1 Gleichun- 
sen mit e—1 Unbekannten; und zwar ein lineares System. aus welchem sich 
Ns Yan +++ Me—ı Ale rational durch 7 ausdrücken lassen. Man erhält so die 
Ausdrücke der Perioden als rationale Functionen der ersten (d. h. einer be- 
liebigen andern); welche Ausdrücke @aufs auf andere Weise herleitet. 


Wir fassen jetzt das System der in (1.) enthaltenen Gleichungen als 
ein System von Congruenzen auf, für den Modul g; wo g eine Primzahl sein 
soll, welche der Bedingung 9° =1 mod. A genügt. Anstatt der Perioden 
Nas... N. Setzen wir die unbestimmten ganzen Zahlen w, w,. %,,.... %,_, 


7» Mıy 


Dies giebt folgendes System von Congruenzen: 
k k k k 
| ] 
() uuz= Er gi MU-m U MU ....--m,._ıt,._,, mod. g, 


) 


für k=0, 1,2, .... e—1. Es giebt nun immer e wirkliche ganze Zahlen 
U, U, Up, 2... U), Welche diesem Systeme von Congruenzen genugihun: 
denn eliminirt man auch hier alle Unbekannten, die erste % ausgenommen, 
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so erhält man eine Congruenz vom eten Grade für «, welche mit der Gleichung 
für », welche alle Perioden zu Wurzeln hat, genau übereinstimmt. 
Diese Gleichung sei 

8) y+AyıtrAy’+..+4=.7=0: 
so hat die Congruenz Y==0 mod. y (wie ich in der Abhandlung über die 
Divisoren gewisser Formen der Zahlen, welche aus der Theorie der Kreis- 
'heilung entstehen, in diesem Journal Bd. 30. S. 107 bewiesen habe) immer 
e veale Wurzeln; falls nämlich, wie vorausgesetzt worden, g eine Primzahl 
von der Art ist, dals 9 = 1, mod. 4. Wenn nun % aus der Congruenz Y=(0, 
mod. 4, bestimmt ist, so werden %,, %, %, .... %,_, mittels der in (7.) 
enthaltenen Gleichungen nur noch linear bestimmt; eine Unmöglichkeit kann 
demnach nirgends eintrelen, da überdies der Modul eine Primzahl is. Man 


würde auch mit der einzigen Congruenz Y==0 mod. y ausreichen, um alle 
Zahlen ®@, %. %, .... %,_, Zu bestimmen, weil sie alle auf gleiche Weise 


Wurzeln dieser Congruenz sind; aber man würde so nicht finden können, in 
welcher Ordnung die Wurzeln dieser Congruenz zu nehmen sind, damit sie 
auch den in (7.) enthaltenen Congruenzen genügen. 

Da ınan jede beliebige der e Congruenzwurzeln von Y=0 mod. yg als 
erste ansehen kann (wonach sich dann nur die Reihenfolge der übrigen zu 
richten hat, welche eyklisch immer dieselbe bleibt), so folgt, dafs die den Con- 
sruenzen, welche in (7.) enthalten sind, genügenden Zahlen %, %,, %,.... %,_ı, 
ebenso auch der scheinbar allgemeineren, der Gleichung (2.) entsprechenden 
Goneruenz 

k k k+1 h Mn 
(9) wu uf-mu m U mu. ....+M.id,_, Mod. g, 
senügen; für alle Werihe der Zahlen x und Ak. Jeder der e Perioden 7, 7. 
Nas re. 2. entspricht also eine der Congruenzwurzeln U, %,, U, .... U_ı 
in der Art, dafs, wenn man statt der Perioden in den Gleichungen (2.) ihre 
analogen Congruenzwurzeln seizt, diese Gleichungen zu richtigen Congruenzen 
für den Modul 4 werden. 


$. 2. 

Die Congruenzwurzeln %, %, %, .... %,_, befolgen, wie wir im vo- 
rigen Paragraphen gezeigt haben, in ihrer Multiplication, genau dieselben Ge- 
setze wie die Perioden; und da ohnedies die Addition und Subtraclion für die 
Congruenzwurzeln dieselbe ist wie für die Perioden, so folgt der wichtige 
Satz: Dafs zu jeder Gleichung, unter den Perioden, welche nur Additio- 
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nen, Subtractionen und Multiplicationen derselben enthalten, stels eine 
entsprechende Congruenz sein mufs, welche man dadurch erhält, dafs 
man nur anstatt der Perioden ihre entsprechenden Congruenzwurzein 
setzt. Es gehören ferner zu einer einzigen solchen rationalen Gleichung im- 
mer noch e—1 conjugirte, welche aus ihr durch Vertauschung der Perioden. 
mit Beibehaltung der eyklischen Ordnung derselben, gebildet werden, oder, was 
dasselbe ist, durch gleiche Vergröfserung aller Indices der Perioden; wobei 
von den Indices, welche gröfser als e—1 werden, e, oder Vielfache von e, 
abzuziehen sind. Dafs nämlich eine solche Veränderung jeder rationalen Glei- 
chung, unter den Perioden, die man auch nur als eine Änderung der Wurzel 





o . » . 1 
« der Gleichung —— = 0 ansehen kann, stets gestaltet ist, folgt sehr leicht 


aus der Irreduetibilität dieser Gleichung. Ebenso gehören auch eigentlich zu 
einer solchen Gleichung unter den Perioden nicht nur eine, sondern steis « 
Congruenzen, weil man die Congruenzwurzeln, mit Beibehaltung ihrer evkli- 
schen Ordnung, auf e verschiedene Arten den Perioden zuordnen kann. 


IHiernach folgt z.B. aus der Gleichung 7-1, +-m-+-....-n.,=—1 
die Congruenz 
' ER ‚ 
(1) u-ut+m-+....+%_, = —1 mod.g; 
ferner aus der Gleichung (4.) $. 1. die Congruenz 
e—1 
2) Zu,u,, = —f mod. g; 
0 


mit Ausnahme der beiden Fälle: erstens, wo f gerade und Ak=0, und zwei- 
tens, wo f ungerade und Ä== le ist; in welchen Fällen diese Summe con- 
sruent A—f ist. 

Bezeichnet ferner F'(n) irgend eine ganze rationale Function der Pe- 
rioden 7, N15 Ms»... N. mit ganzzahligen Coöfficienten, welche irgend wie 
als Product von Factoren, oder als Summe solcher Producte erscheinen mag: 
so kann man dieselbe bekanntlich immer auf die Form 

8) Fon) = antan t+am-+ ....+4_1N.-ı 
bringen. Setzt man nun statt der Perioden die Congruenzwurzeln, und zwar so, 
dafs w, statt 7, w,,, statt 7,, %,,, statt 7,, U. S. W. gesetzt wird, in welchem Falle 
wir die ganze Zahl, in welche #'‘(n) übergeht, durch F'(w,) bezeichnen, so ist 


(4) Fu) = au, +au,+@%U24+ ....+4,_,U,_, mod.g, 
für jeden beliebigen Werth von r. Enthält #7) den realen Factor g, so 
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müssen. nachdem diese complexe Zahl auf die einfache Grundform (3.) ge- 
bracht ist, alle Coäffieienten a, «4, &a. ..... a,_, einzeln durch g theilbar 
ein; und in diesem Falle mufs deshalb auch F(w)=0 mod. g sein, für 
‚eden Werth von r. Stellt man sich ferner nicht nur die complexe Zahl F(n). 
sondern auch alle ihre conjugirten, welche durch eyklische Veränderung der 
Perioden entstehen, auf die einfache Grundform gebracht vor, so erhält man | 


EU .\ . | ! 
Fr = an -aNmTFTan- ....+4_N-5 
F(n.) — | | | | 
N, mn am, 1 da, Ber (U; NT . 2 0 © u d.,_ı N. 
(3.) Fin) : an + um km-t ....+0,_1N; 
"A \ | ) | 
. Fi (7,1) - AN.-ı7 da, Y TbNT u Bi d,-1Ne=2: 


Wultiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 7x, "1, Nrıa- 


s.w. und addirt, so erhält man, vermöge der Gleichung (4. $.1.), wenn / 


de ade ist: 





» T | V/ N ! V, \ V, 
(6.) EM) Ra) Fa fl)... nafne-ı 
r / j | FA 
4h— (a4 ....+4_ fl; 
und da die Addition aller Gleichungen (9.) 
(7) FF )+Fin)+.... +Ffin) = —la+a- ....+0,_, 


’t. so erhält man: 

5) HN) + ma NE) +--.: + ma— N) Fln-ı dy.4. 
Wenn f ungerade ist, modilieirt sich dieses Resultat nur insofern, dafs anstai! 
u alsdann @;,,,,..; herauskommt. Setzt man nun statt der Perioden die 
Congruenzwurzeln, so ergiebt sich 
a —- N FW)+Ww.: Fu) .... +1 —f)Fu_,)= a.%, mod. 4, 
‚der congruent @,,,.., wenn f ungerade ist. Wenn nun F{w,)=0 mod. 4 
ist. für jeden Werth von r, so folgt aus dieser Congruenz, dafs sämmtliche 
Coöfficienten @, ds 5»... 4,_, durch g theilbar sind. dafs also auch die 
eomplexe Zahl Fr) den realen Factor g hat. Es sind demnach folgende zwei 
Sätze bewiesen worden, von welchen einer der umgekehrte des andern ist: 


Wenn eine ganze rationale Function der Perioden mit ganzzahligen 


Coöfficienten durch den realen Factor q theilbar ist, so sind auch 
alle diejenigen ganzen Zahlen durch q theilbar, welche entstehen, 
wenn man statt der Perioden ihre entsprechenden Congruenzwurzeln 
für den Modul g setzt; 
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und umgekehrt: 


Wenn alle die e ganzen Zahlen, welche aus eimer ganzen rationalen 
Function der Perioden entstehen, indem statt der Perioden die Con- 
gruenzwurzeln für den Modul q gesetzt werden, durch q theilbar 
sind, so ist diese Function der Perioden selbst durch g theilbar. 


50 


Ist y(n) irgend eine aus den Perioden gebildete complexe Zahl, 
nennen wir das Product aller conjugirten complexen Zahlen, welches immer 
eine ganze Zahl ist, die Norm der complexen Zahl (,) und bezeichnen das- 
selbe durch 

Ny (nn) = p(n)yiın)py(m)--..-Pln-ı) 
Wendet man nun die sieben gefundenen Sätze auf diese Norm an, so ergiebt 
sich, dafs: Wenn die Norın Ny(n) durch q theilbar ist, stets auch eine 
der ganzen Zahlen y(u), ya), y(uw),.... p(u,_,) dureh g theilbar sein 


mufs; und umgekehrt, dafs, wenn eine dieser Zahlen durch g theilbar ist, 
auch die Norm durch q theilbar sem ımufs. 


Für die Untersuchung der Primfactoren jeder gegebenen complexen 
Zahl ist es noch sehr wichtig, zu beweisen, dafs es stets solche complexe. 
aus Perioden gebildete Zahlen giebt, deren Norm durch g theilbar ist, aber 
nicht durch g°; und zugleich zu zeigen, wie diese complexen Zahlen gefunden 
werden können. Im allgemeinen wird es schon unter den complexen Zahlen 


u—rn, W—Nn, W—N,....%_,—n, deren Normen alle durch g theilbar sind, 


e—1 
einige geben, welche die verlangte Eigenschaft haben; ja es ist leicht zu be- 
weisen. dafs immer wenigstens eine dieser complexen Zahlen genügt. sobald 
es unter den Congruenzwurzeln 4, %,, %, .... %_, nur noch eine giebt. 
welche keiner andern gleich ist. Da dies aber wirklich, namentlich für sehr 
kleine Werthe von g und grofse Werthe von e, nicht immer der Fall ist, so 


wenden wir, um diese verlangten complexen Zahlen zu finden, folgende Me- 
thode an, welche stets sicher zum Ziele führt. 

Wir suchen zunächst eine comvlexe Zahl Y(n) von der Art, dafs das 
Product y(n,)p(n,) durch g theilbar sei, sobald r und s verschieden sind; 
aber nicht durch g theilbar, sobald » und s einander gleech sind. Eine solche 
Zahl ist immer die folgende: 


u | | el ‚ 
(1.) f (n, a IT U N ij u, N £% U MT ui 1 U N m 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV, Heft 4. 44 
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Es ist nämlich 


gu, f-uu, - WU, WU 42... 1, MOd. g, 
also. vermöge der Congruenz (2. $. 2.). 
y(u,) = 0, mod.g, 
mil Ausnahme der beiden Fälle: erstens, wo f gerade und r —=0, und zwei- 
iens. wo f ungerade und r = te ist; in welchen Fällen p(w,) = 4 ist. 
Eben so ist p(u,)==0, oder —#, unter denselben Bedingungen. Demnach ist 


das Produet 
(2) gylu,)gp(u,) = 0, mod. g, 
[für jeden Werth von = und s; mit Ausnahme der beiden Fälle: erstens, wo 
r==s—( und f gerade, und zweitens, wo r—=s= Le und f ungerade ist. 
Läfst man nun die Congruenzwurzeln alle möglichen Werthe durchlaufen, mit 
Beibehaltung der eyklischen Ordnung, so enthält diese eine Congruenz (2.) 
eiventlich e Coneruenzen, aus welchen mittels des zweiten Lehrsatzes im vori- 
ven Paragraphen sogleich folgt, dals 
p(n,.)yp(n,) 0, mod. g, 

ist; mit alleiniger Ausnahme des Falles #==s; wie es verlangt wurde. 

Ich untersuche nun weiter von der complexen Zahl A—y(n) = w(n) 
die Norm 

Nyv(n) = dk —-yn))A — yM)A— PR): -- A—pln))- 

Entwickelt man das Product rechts, und läfst dabei alle durch g theilbaren 
Theile weg, so erhält man mittels der Congruenz %(7,)p(7)= 0, mod. 9, 
folgende Congruenz: 


Nıy(ı ) - - AF u ra U (N) 6 (m, - Y (92) - we mw + pn. ı))> mod. 4; 
und da 
yn)+-yn)+y)+ ...- Fpln-ı ,, mod. 4, 


ist. so ist 
Nw(n) == 0. mod. 4. 
Eben so soll jetzt die Theilbarkeit durch yg der complexen Zahl 

PB) —— v(n,)W (ns) Me 7; BER, oder 

Fa) = TPM) A— PM) (A— PMe-ı)) 
untersucht werden, welche, mit Ausnahme des ersten Factors, alle Factoren 
der Norm von (rn) enthält. Durch Entwicklung und Vernachiäfsigung aller 
durch g theilbaren Theile erhält man hier: 


In 2 R | Du I 7 y | 0 ! ! \ 
Po) = IT IT lH) FIR) T ---- TPMe-ı)), mod. 9, 
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und da 


pm) Yym)-+ ---tTplM-ı) = A— Yen) 

ist. so ist 
Por) zZ Ir! — 4" G—gpln)) EXT pen), mod. g; 
also ist 77) nicht durch g theilbar. Ich behaupte nun, dafs immer ı(»,), oder 
doch (n)--g, eine der verlangten complexen Zahlen ist, deren Norm den 
Factor g einmal enthält. aber nicht mehrmals. Um dies zu beweisen, ent- 
wickle ich N(y(7)--g) nach dem Modul g, was 
NYa)+g9) = Ny +4 (FM) + Fd+ +... + Fln-ı)), mod. g', 
ojebi. Wenn also wirklich w(7) nicht eine der verlangten Zahlen, sondern. 
aufser durch g, auch durch g° theilbar ist, so ist 
Nut) = 4m +Fa)-+....+70.)), mod. gi. 
Multiplieirt man mit (7) und beachtet, dals %()7(n,) immer den Factor y 
enthält, aufser wenn r 0, so erhält man 
Fa)NWa)rN) = 4lFON), mod. g'; 

und da (#(n))’ nicht mit g aufgeht, so folgt, dafs N(ıv(7)--g) nicht durch 
q' theilbar ist. Es giebt also stets complexe Zahlen, deren Normen einen 
bestimmten realen Primfactor y nur einmal enthalten. 


$. 4. 
Wir wenden uns jetzt zu den allgemeineren complexen Zahlen, welche 
nicht aus den Perioden, sondern irgend wie aus den Wurzeln der Gleichune 
o*—-1 gebildet sind und welche also auf die Form 


E ur 1 1 


gebracht werden können. Jede complexe Zahl ist ein Factor irgend einer 
realen ganzen Zahl; namentlich ist sie stets ein Factor der Norm: deshalb ist 
auch jeder Primfactor einer complexen Zahl zugleich Primfactor einer realen 
ganzen Zahl; und zwar immer Primfactor der Norm. Aus diesem Grunde 
haben wir zunächst die Bedingungen zu suchen, unter welchen die Norm einer 
complexen Zahl einen gegebenen realen Primfactor g enthält. Alle nicht dureh 
). theilbaren Zahlen können nun bekanntlich nach den verschiedenen Expo- 
nenten eingetheilt werden, zu welchen sie gehören, für den Modul 4 (S. @aufs 
Disquisitiones arithm. $. 52.); und diese Eintheilung begründet auch die wesent- 
lich verschiedenen Charactere der Divisoren der Norm. 

Es sei demnach y eine Primzahl, welche zum Exponenten von f (einem 
Divisor von A—1) gehört, so dafs q’== 1, mod. 4, aber so, dafs keine niederere 
44 * 
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Potenz von g der Eins congruent sei: so ist (Vergl. die Abhandlung über 
die Divisoren elc. in diesem Journal Bd. XXX. S. 115) 
(1) (Fo) = f(e?), mod. g: 
also, wenn man wiederholt zur gten Potenz erhebt: 
ac 
2) (FT = flat), mod.g, 
und folglich, wenn A=0, 1. 2, .... f—1 gesetzt und multiplicirt wird: 
S 7 ! 1-4 41 f—ı : Pr 2 P q? „for 
(3) (fl) rrrt-- +7 = fla)fla)f(a)....flo” ), mod. g. 
Selzt man nun «” stalt @, und für q, wo es als Exponent des « vorkomnt, 
seinen congruenten Werth, als Potenz einer primitiven Wurzel y, welche, da 
y 
a Ye ET fr sm, nr „rem, 2, „2re+n „(-1l)re+ 
(4.) (fi ))' Fragt. tg = fe AKA, I! ” Ye die mod. G. 


Es hat r keinen gemeinschaftlichen Factor mit f, weil qg nach der Voraus- 


r 


l. mod. A eine e" Potenz, also »==y'‘, mod. 4, sein mufs: so erhält man 


selzung so zum Exponenten f gehört, dafs g’, aber keine niedrigere Potenz 
von 4, der Eins congruent wird für den Modul 4. Giebt man also dem »n nach 
einander e Werthe, welche alle nach dem Modul e incongruent sind, so erhält 
man durch Multiplicalion dieser Congruenzen rechts das Product aller conju- 
oirten complexen Zahlen, d. h. die Norm der complexen Zahl f(«), folglich 


y-l 


(5.) E70 20} Wei —= Nf(e), mod. 9; 
wo das Produelzeichen // sich auf die e verschiedenen Werthe des m be- 
zieht, welche nur der einen Bedingung unterworfen sind, dafs sie alle incon- 
oruent sein müssen, für den Modul ee Wenn nun die Norm Nf(«) durch q 
theilbar ist, so ist auch 


1 1) 2a 
woraus nothwendig folgt: 
(6.) IIfle®”) = 0, mod. g. 


Wir haben also folgenden Satz: 


+ gl 


= 0, mod. 9; 


Wenn Nf(e) durch q theilbar ist, wo g eine zum Exponenten f ge- 
hörende Primzahl bezeichnet, so müssen von den .—1 conjugirten 
complexen Zahlen f{«), fi®®), f(e#'), etc. je e, deren Wurzeln nur 
verschiedenen von den e Perioden, zu je f Gliedern, angehören, 
immer ein Product geben, welches durch q theilbar ist. 


Aufserdem folgt noch als Zusatz: 


Wenn die Norm Nf\e) durch den zum E.cponenten f gehörenden 
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Primfactor q theilbar ist, so mufs sie immer f mal den Factor 4 
enthalten, oder durch q’ theilbar sein. 

Um nun weiter die Congruenzbedingungen zu finden, welchen die Coel- 
ficienten der complexen Zahl f(«) genügen müssen, damit die Norm der- 
selben durch g theilbar sei, werden wir dieser complexen Zahl eine Form 
geben, in welcher statt der einfachen Wurzeln «, «’, «’, ele., insoweit es mög- 
lich ist, die Perioden von je f Gliedern auftreten. Nach G@awfs Disqu. arithm. 
$. 348, sind alle Wurzeln, welche in einer Periode von f Gliedern vorkom- 
men, zugleich Wurzeln einer Gleichung vom ften Grade von der Form 

«+-P,«"+-P,a”-4.... +-P,-=0, 
deren Coöfficienten ganze und ganzzahlige Funclionen der Perioden von je 
f Gliedern sind. Mittels dieser Gleichung kann man aus dem Ausdrucke 
1-1 


1 . d,_ı [04 


fe) = wa-ma ga +.... 

alle Potenzen des «, von a’! bis zu «’ hinab, eliminiren, und erhält dadurch 
einen Ausdruck von folgender Form: 

) fo) = yn)+eg)+egp(ln)+.... +a"gp1(lN), 
wo (nn), Pıln), (m), etc. aus den Perioden von je f Gliedern gebildete 
complexe ganze Zahlen sind. Es läfst sich auch eine bestimmte complexe Zahl f(«) 
nur auf eine einzige Weise auf diese Form bringen. 

Der gefundene Satz über die Theilbarkeit der Norm durch den Prim- 
factor g läfst sich nun folgendermafsen ausdrücken: 

Wenn Nf(e) durch den zum Exponenten f gehörenden Primfactor y 


theilbar ist, so mufs das Product der e Factoren 
°, ee | 2e ! ! u, „(f-De 
(ef) +ufla) Lafla) +.... te, fa”), 
1 1 1 N 
2 ' ‚.yeHl erh ı f u, pe) 
(8.) (cf(er) +afla” „tale! )+....-01fle 14 
c—1 e—1 e—1 e—1 
r e-1 ! „ze-1 j 3e-l\ N ! i „rel ; 
(cfler )r af )taflet +... Terıflei )) 
stets durch g theilbar sein, für alle beliebigen Werthe der durch e bezeich- 
neten 4—1 Coöfflicienten: denn alle einzelnen Theile dieses entwickelten Pro- 
duets sind dem obigen Satze zufolge durch y theilbar; ganz abgesehen von 
den Coefficienten. Setzen wir nun für f(«) den gefundenen Ausdruck: 
Zac: da Bf | „fAyr 
fe) = ya)tep re)... te" pg-1n) 
und der Kürze wegen 
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k A k k Ä 

- ce, 7 C et E,_ı = Ü, 

h f ue k N) v2e k ! N „(Ve k 
Üt- Ü' C u [0A C) Ey EEE wer m af C_1 En . 

k 

(9.) k nr A Re ’ ' ,(/—De * 

di C- Br d / C Fe 0A C ua 2 uw u 0’ Cr_ı —- 2. 

k “ ci N k Ak 

E f_1),€ _1),°€ ! N _11,(7-1)e v 

ea dt... to ea br 


so verwandelt sich dieses Product in folgendes: 


} Yy Er | Y f \ ] Y / 
(Cya) + Goa) + oem) T-.--T C,-19r-1(0) ) 
I 


(10.) & x (C4 Mr rd) Grm)... Tr CP (0)) 


e—1 e—1 u a 

\ x(C4 nr Gfılna J)- Oo pm) :-:-. + php): 
welches also ebenfalls durch g theilbar sein mufs, und zwar für alle belie- 
biven Werthe der —1 Gröfsen C: denn da die mit ce bezeichneten Grö- 
[sen völlig beliebig waren, so folgt vermöge der Gleichungen (9.) das Gleiche 


lür die Coöffieienten ©. Nimmt man diese Coöfficienten unabhängig von « an. 
k 


und setzt allgemein C, — C,, so geht das Product (10.) in die Norm der 
nur aus Perioden gebildeten complexen Zahl 

Cy)+ CM) +Gp(M)--....4C-,$r-n(N) 
über; und damit dieselbe den Factor 4 habe, mufs nach ($. 2.). wenn statt 
der Perioden die zugehörigen Congruenzwurzeln gesetzt werden, 

(11) Cyw)+Cgp(a)+ GW) ....+C_,Y,-\W) = 0, mod. g; 
sein. für irgend einen Werth von #. Diese Congruenz aber kann, da die 
Coöffieienten noch völlig beliebig sind, nicht bestehen, ohne dafs die einzelnen 
Glieder der Null congruent sind, also nicht ohne dafs 

vu) =E0.,.  Yı(u,) 0, pWw)=/0, .... Pol) = 0, mod. g, 
ist. Umgekehrt: wenn diese f Congruenzen erfüllt werden, so ist auch 

[LEN .... fie”) = 0, mod. g; 
also N/(e) durch g’ theilbar. Diese Resultate lassen sich ;durch folgenden Satz 
aussprechen : 
Wenn Nf(«) durch die Primzahl g theilbar ist, welche zum Ex- 
ponenten [ gehört, für den Modul i: so müssen die f Conyruenz- 
bedingungen 


z 
f 


e(u)=V, MlU)=V%, (U) 0, 2... Pr) =OQ, mod. (; 
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erfüllt werden, für irgend einen Werth von r; welche Congruenzen 
man dadurch erhält, dafs man f(«) auf die Form 

fe) = y dep )egpmM)+t.... Fe" pr-ı(n) 
bringt und statt der Perioden in y(n), yo)» Pr)» .... die ent- 
sprechenden Congruenzwurzeln setzt. Umgekehrt: wenn die f Con- 
gruenzbedingungen erfüllt werden, so ist auch Nf(e) durch 4, (also 
auch durch g') lheilbar. 

Es giebt noch eine andere, aber weniger brauchbare Art, die Bedin- 
oung auszudrücken, dafs Nf(«) durch y theilbar sein soll. Bildet mar näm- 
lich das Produet | 

fftar)ftar”).... Kat”) = Fin), 
welches, als symmetrische Function der in einer Periode enthaltenen Wurzeln. 
eine Function der Perioden von je f Gliedern ist, so erhält man 

Nfto) = Fo) F@W)F@).... FC 


Damit nun Nf\«) durch g theilbar sei, ist es nothwendig und hinreichend. dafs 


lie—1/)* 


F(u,)=0, mod.y, sei, für irgend einen Werth von r. Es ist bemerkenswerth. 
dafs hier nur eine einzige Congruenzbedingung gefunden wurde, und zwar. 
in Beziehung auf die Coeflicienten von f(«), vom fien Grade, während sich 
oben f Congruenzbedingungen vom ersten Grade für die Theilbarkeit der Norm 
Nf(e) durch die Primzahl y ergaben; und da beide in gleicher Weise hin- 
reichend und nothwendig sind, so ist zu schliefsen, dafs die eine Congruenz 
vom ften Grade Fw,) = 0, mod. g, genau Dasselbe ausdrückt, wie die f linea- 
ren Congruenzen (u) =0, 9,(u)=0, .... $rı(lu,) == 0, mod. g, oder 
dafs jene eine Congruenz nicht erfüllt werden kann, ohne dafs diese f Con- 
gruenzen zugleich erfüllt werden. 


S. 5. 
Wenn für eine complexe Zahl f(e), welche auf die Form 
», , | j 4 _ 2 \ | | fe] / \ 
[(e) = y(ln)agyı(n) @ PM)...» Te" pr) 


gebracht ist, die f Congruenzbedingungen 

yUu)= 0, vw )=0, pUu)=V, .... | Pr (U,): 0, mod. 4; 
erfüllt werden, so wollen wir dies künftig kurz so ausdrücken: es sei f{e)== 0, 
mod. g, für n„=u,. Durch Festsetzung einer einzigen Congruenzwurzel, welche 
einer Periode entsprechen soll, ist, da die eyklische Ordnung bei beiden stets 
unverändert bleibt, zugleich für jede Periode die entsprechende Congruenz- 
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wurzel bestimmt; oder in der einen Bestimmung für 7—=u, liegen zugleich 





die folgenden: 1, =U,,1,, m =WU,.., elc.; auch 7,_, =U. 

Hiernach ist leicht einzusehen, dafs, wenn f\«) als ein Product von 
Factoren auftritt, und einer derselben hat die Eigenschaft, congruent Null zu 
werden für „== wu,: dals dann auch das entwickelte Product dieselbe Eigen- 
schaft haben mufs. Ist nämlich 

(1) fi )g(e) —= hie) 
und fie 0, mod. 9, für „= u, und man bringt f{«) auf die Form 
fe) = y)teg ++... tg, 
so sind alle Glieder des Produets f(e)g(«e) mit einer der complexen Zahlen 
g()» $1(9)» 9207), ele. multiplieirt; sie werden also alle durch g theilbar. 


für „== w,. Um aber den umgekehrten Satz zu beweisen, nämlich, dafs, wenn 
h(e) == 0, mod. g, für „=w,, und g(«) nicht congruent Null ist, für „= u,, 
nothwendig fe) =UO, mod.g, für „= u, sein mufs, setze ich 

. \ Ri . „2e » CF=1)e / 

[Ke)f(e Yi Ku )- ‚fe ) er Fn), 


I\0)9 a)y (ar) ... . ga) = G(n), 
h(a)h(er)h(er").... ha» — Hf(n). 
Dann erhält man aus der Gleichung f(«)g(e)=A(e): 
(2.) F‘(1)@(n) = Hün). 
Wenn nun Ale)=0, mod. g, für 7= u, ist, so ist auch H{n)=0, mod. g, 
für „= u,, oder (wie wir dies bisher immer kurz bezeichneten) H{u,)=V0, 
mod. g: also mufs,. wenn in (2.) u, statt 7 gesetzt wird, auch eine der bei- 
den ganzen Zahlen F'\w,) oder @{w,) durch g theilbar sein; und wenn nach 
der Voraussetzung g(«) nicht = 0, mod. g, für 7 = u, ist, so ist auch @(w,) 
nicht congruent Null, also Fuw,)=0, mod. q. Die Bedingung Fw,) =(0, 
mod. q, ist aber, wie zu Ende des vorigen Paragraphen gezeigt wurde, iden- 
tisch mit der Bedingung (u) =0,y,(u)=0, (u) =0, .... YMYlU) 0, 
mod. g, also auch identisch mit der Bedingung f(e)=0, mod.g, für n=u,. 
Da nun bewiesen ist, dafs die Bedingung f(e) = 0, mod. q, für „= u, 
stets dieselbe bleibt, es mag f{«) in entwickelter Form auftreten, oder in Form 
eines Produets aus zweien, und folglich auch aus mehreren complexen Zahlen: 
so folgt von selbst der Satz: 
Wenn eine aus Factoren bestehende complexe Zahl durch q theilbar 
ist, so müssen für alle Werthe n=u, n =Uu, n—=U, .... N=U_ı 


irgend einige ihrer Factoren congruent Null werden, mod. g. 
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und umgekehrt: 
Wenn für jeden der Werthe „=u, n—uw, n—=W,....n=Uu 
irgend einer der Kacloren einer complexen Zahl congruent Null 
wird, mod. gq: so enthält dieselbe den realen Factor y. 


e—l 


Die f Congruenzbedingungen, welche wir in dem Ausdrucke f(«) =. 
mod. g, für „= u, zusammenfassen, lassen sich noch auf eine andere Weise 
sehr einfach ausdrücken. Ist nämlich (7) eine complexe Zahl von der Art, 
wie wir sie in ($. 3.) fanden, nemlich, dafs die Norm derselben oder das 
Product v(n)w(n)w()....Ww(n._ı) durch y theilbar sei, nicht aber durch g': 
so mufs, wie oben gezeigt, w (w,)=0, mod. g, sein, für irgend einen bestimmten 
Werth von r. Wird nun, wie in ($. 3.), 

Fin) = vnm)ven).... Wlne-ı) 
gesetzt, so behaupte ich, dafs die Bedingung f(e) =U, mod. g, für u ı 
sdentisch st mit der Bedingung f(«) P(n)=0, mod. g. Es ist nämlich 7). 
weil es die e—1 Factoren w(n,), W(m2), .... w(n,_,) enthält, für alle Werthe 
N=U, U, Ur, ....%, ,, mit Ausnahme des Werths 7—=u,, durch 4 theil- 
bar: wenn also f{e)= 0, mod. g ist, fürn = u,, so ist das Product f{e) 7(n) 
für alle Werthe 7 = u, u, %, .... %,_,,. ohne Ausnahme, congruent Null. 


ıı 


mod. y, und enthält also den realen Factor q. Wenn ferner, umgekehrt, f(«) 71) 
durch g theilbar ist, so müssen die beiden Factoren zusammen für alle Werthe 
N—ZU, U, Un... %,_, durch g theilbar sein, und da 7) für = u, nicht 
durch 4 theilbar ist, so muls nothwendig der andere Factor f(e)==0, mod. q, 
für „=u, es Sein. 
$. 6. 
Die Coöfficienten einer complexen Zahl von der Form 


| 


ya) = an +a m em +... Fa, -ıNe-ı 
lassen sich, wie in ($. 2.) gezeigt, auf unendlich viele verschiedene Arten so 
bestimmen, dafs die Norm Ny(n) durch die zum Exponenten / gehörende 
Primzahl 4 theilbar, also ein Vielfaches von q wird. In vielen Fällen, aber 
nicht immer, gelingt es sogar, complexe Zahlen zu finden, deren Norm die 
reale Primzahl y selbst ist, so das y= y(n)y(M)Pn) -» +» PNe-ı); die com- 
plexe Zahl y(n) mufs alsdann, wenn statt der Perioden die entsprechenden 
Congruenzwurzeln gesetzt werden, durch g theilbar werden, so dals y(w,) =0, 
mod. g, ist, für irgend einen bestimmten Werth von r. Wenn nun die Norm 
von g(n) gleich g ist, so ist p(n) ein nicht weiter in Factoren zerlegbarer 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 4. 45 
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/ 


Primfactor der realen Zahl g. Wäre nämlich 9 (7) in zwei complexe Factoren 
zerlegbar, so dalsp(n7)= f(«) wäre, so müfste zunächst, weil (7) =0, mod. 4; 
für „u, ist, auch einer der beiden Facloren, zu welchen ich f(«) nehme, 
congruent Null sein, mod. g, für „—=u,. Aus p(n)=f(«)g(«) folgt aber weiter, 
wenn man a in o?, «@”°, .... a verwandelt und die Gleichungen multiplicirt: 
on)py(m)YP(n).... P(N.-ı) 
— f(o)f[er) fa’)... fe" )gla)glor)glar)....gle). 

Da nun f(e)=0, für n—= u, ist, so ist das Product fa) fer) f{e').... flat”) 
durch y theilbar, also gleich g#'e); und da y(n)pn)P(m) ».-- PN) =4 
ist, so erhält man, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors g: 


rn 


1 = Fl(o)g(a)y(ar)g(at’)....g(e ): 

es müssen also alle Factoren rechts nur complexe Einheiten und mithin muls 
namentlich g(«) eine complexe Einheit sein. Wenn man demnach die Zahl 
p(n), deren Norm die Primzahl g ist, auf irgend eine Weise in zwei Factoren 
zerlegt, so ist einer derselben stets nur eine complexe Einheit, und p(n) ist 
also wirklich eine complexe Primzahl. Wenn nun irgend eine complexe Zahl 
fie) diesen Primfactor (7) der realen Primzahl y als Factor enthält, so 
dafs f{e)=Yy(n)g(e) ist, so muls fle)=0, mod. g, für „= u, sein, weil 
y(u,)==0, mod.y, ist. Eine Umkehrung dieses Satzes läfst sich nicht ohne 
Weiteres aufstellen; denn in vielen Fällen existirt ein solcher Primfactor von 
q nicht, während die Congruenzbedingung f(@«)=0, mod. g, für „=u, wirk- 
lich erfüllt wird. Diese Congruenzbedingung aber, als die bleibende und jener 
Zufälligkeit, ob g sich als Product von e conjugirten complexen Zahlen darstellen 
lasse, nicht unterworfene Eigenschaft einer complexen Zahl, soll nun als Defi- 
nition der complexen Primfactoren benutzt werden, welche selbst sodann ent- 
weder als wirkliche complexe Zahlen für sich darstellbar sein können, oder 
auch nicht; in welchem letzteren Falle sie ?deale Primfactoren genannt wer- 
den sollen. Anstatt der Congruenzbedingung selbst aber werden wir den Aus- 
druck derselben am Ende des vorigen Paragraphen wählen, weil dieser sich 
am leichtesten auch auf den Fall ausdehnen läfst, wo einer und derselbe Prim- 
factor mehrmals in einer complexen Zahl enthalten ist. 


Die allgemeine Definilion der realen oder idealen Primfactoren einer 


_ 


gegebenen complexen Zahl ist also folgende: 
Es sei w(n) eine aus den e Perioden von je f @Gliedern gebildete 
complexe Zahl, von der Art, dafs die Norm w(n)w(m)w(m)....W(N.-ı) 
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durch die zum Exponenten f gehörende reale Primzahl q theilbar ıst, 
nicht aber durch g', so wie, dafs w(u)= 0, mod. g: dann setze man 
P(n) = vnm)v (m). ..-Wlnı)- 
Wenn nun irgend eine complexe Zahl f(«) die Eigenschaft hat, dafs 
das Product f(«) P(n,) durch q theelbar ist, so soll dies so ausgedrückt 
werden: es enthalte f(«) den zu n,— u gehörenden Primfactor von gq. 
Wenn ferner fie) die Eigenschaft hat, dafs f\e)(P\n,))“ durch g“ 
theilbar ist, aber f(a)(Pin,))"'" nicht theilbar durch g“'', so soll 
dies heifsen: es enthalte [\«) den zu n,—u gehörenden Primfuctor 
von q genau u mal. 

Die Zweckmäfsigkeit dieser Definition kann sich erst aus der auf die- 
selbe gegründeten Theorie ergeben; in welcher wir zeigen werden, dafs man 
mit den Eigenschaften der complexen Zahlen, welche wir so eben als Prim- 
factoren derselben definirten. und welche in vielen Fällen auch wirkliche 
Primfactoren derselben geben, genau eben so rechnen kann, wie mit den 
sanzzahligen Primfactoren der zusammengesetzten ganzen Zahlen. Zunächst 
aber ist hier noch nachzuweisen, dafs diese Primfactoren von den besondern 
Eigenschaften der zu ihrer Auflindung zu benutzenden complexen Zahl #7) 
ganz unabhängig sind, oder dafs man immer genau dieselben Primfactoren 
erhält, auch wenn man statt der complexen Zahl #(n) eine andere Zahl von 
denselben oben angegebenen ullgemeenen Eigenschaften anwendet. 

Es sei also %#’(n) eine andere complexe Zahl, von der Art, dafs 
PD) m) lm).... P'(mı) durch 4, aber nicht durch y° theilbar ist, und 
?'(u)=0, mod.g; auch sei ?(n)=yin)w(n)....Ww(m_ı): so wird be- 
hauptet, dafs, wenn f(«)(F(n,))“ durch g“ theilbar ist, nicht aber f(«)(F(,))“*" 
durch g“*', auch f(«)(#'n,))“ durch g“ theilbar sein mufs, aber f(«)(7'(7,))"' 


1 


nicht theilbar durch g“''. Der Voraussetzung zufolge hat man 


FO)" — 40), 
und Q(«) #(n,) ist nicht theilbar durch g, oder, was Dasselbe ist: Q(«) ist nicht 
congruent Null, mod. g, fürn, = u. Multiplieirt man nun mit (v(7,))" CF’ (:))". 
so ergiebt sich 

fo) FI RI" = Ka) WI I“. 
Nun ist w(n,) P(n,), die Norm von w(n), gleich yP; wo P eine nicht durch 
q theilbare ganze Zahl ist; ferner ist v(n,) #"(n,)=4yR(n,), d.h. eine durch 


g theilbare complexe Zahl. Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichung, und 
45 * 
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läfst den gemeinschaftlichen Factor g“ weg, so erhält man 

fe) #’(n,)" Pr = g* OCe) (R(n,))*; 
und da P nicht durch g theilbar ist, so folgt, dafs f(«)(#(n,))“ durch g“ 
theilbar sein mufs. Multiplieirt man nun noch einmal mit %'’(n,), so erhält man 

KAICFRIEF PR = ge) Ra) Pr). 

Es ist aber O(«e)(R(n,))" #'(n,) nicht theilbar durch g, weil keiner der drei 
Facloren für 7,—u mit g aufgeht: also ist auch f(«)(’(n,))“*" nicht theil- 
bar durch g“''. Es ist daher in der That Dasselbe, ob man die complexe 
Zahl 7’(n),. oder 7’(n), zur Untersuchung des in f(«) enthaltenen Primfactors 
anwendet. 

Da wir die Bedingung, dafs f(«) den zu 7,==% gehörenden Prim- 
factor von g einmal enthalte, durch f Congruenzen ausgedrückt haben, welchen 
die Coöfficienten der complexen Zahl f(«) genügen müssen, so wollen wir 
hier auch zeigen, wie die Bedingung, dafs f(«) einen solchen Primfactor 
mehreremale enthalte, durch Congruenzen auszudrücken sei. Bringt man f(«) 
wieder auf die Form 

[() = y)+eg W)+epm)+....+a""'pı(n), 
so ergiebt sicl 
KK) Fo) = yıı) Pan )tepln)PFn)+:--...+ a!p,_,(n) P(n,). 

Wenn nun f(«) den zu 7,—=u gehörenden Primfactor der zum Exponenten f 
gehörenden realen Primzahl y einmal enthält, so dafs f(«) 7(n,) durch g theilbar 
ist, so müssen, wie ($. 4.) zeigt, (N), 919)». Pr_-ı(7) alle denselben idealen 
Primfactor enthalten: also müssen auch 9 (7) F(n.), 9 n) Ps ++ Prıln) Pin.) 
alle durch g theilbar sein. Setzt man demnach 

oa)PFn)=Yy p(n), Yıln) Fn)= 4 pi CP SP c ‚ic 4 En Prim). 
so erhält man 

[)Fı) = yy )-egd+epn)+.... + "p,(m]. 

Wenn nun f{«) den zu 7, w gehörenden Primfactor von g zweimal enthält, 
so ist f{@e)(#(7,)) durch g° theilbar; multiplieirt man daher noch einmal mit 
P(n,), so müssen wieder g' (n)P(n,), pr) Fr) +++. Pr-ı(ln) PH.) alle einzeln 
durch g theilbar sein, folglich (7) (Fn,), AH) (Fr +» +» Pr MC) 
alle theilbar durch g°. So fortfahrend, zeigt sich, dafs, wenn f(«)((n,))“ durch 
y“ theilbar ist, allemal auch („) (Fi), (MC FRI + PM) CP)“ 
einzeln durch g“ theilbar sein müssen; oder, was Dasselbe ist: wenn f(«) den 
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zu 7,4 gehörenden Primfactor von g wmal enthält, so müssen die com- 
plexen, aus den Perioden gebildeten Zahlen $(7), (9), PN)» »+ ++ Priln) 
den nämlichen Primfactor jede wmal enthalten. Entwickelt man nun das Pro- 
duct y,(n)(FP(n,))“ in linearer Form, so dafs 
pn) = Ca+-CGn-+ Oom-+ :... +01; 

so folgt sehr leicht, dafs 

EA FH INI LH pn) Par)" 

— — (C++, +0,+....+0,_,) 
ist. Multiplieirt man noch einmal mit (7(n7,))“ und erwägt, dafs F(n,) F(n, 
immer durch g theilbar ist, den einen Fall r—=s ausgenommen, so erhält man 
FI =ZE —(CH-UO+5G+....+0,_)(P(7,))*, mod. 4". 

Hieraus folgt, dafs die Bedingung: %(n,)(7(n,))“ sei durch g“ theilbar, 
identisch ist mit der Bedingung C+G,—-C&,--.... +0, ,=0, mod. g“. Also 
die Bedingung, dafs f(«) den zu 7,—= u gehörenden (idealen) Primfactor von 
y «mal enthalte, wird durch f Congruenzen für den Modul g” ausgedrückt, 
welche unter den Coöfficienten der complexen Zahl f(«) Statt finden müssen. 
Wir bemerken noch ausdrücklich, dafs diese Congruenzen in Beziehung auf die 
Coefficienten von f(«) nur vom ersten Grade sind; denn ,(7)) enthält die- 
selben nur linear, und (#7(n,))“ enthält sie gar nicht; also enthalten auch €, 
C,, ©,, .... C,_, die Coöfficienten nur in linearer Weise. 


€ 





S. 7. 


Wir haben nun dieselben einfachen Sätze, welche für die Rechnnng 
mit den realen ganzen Primfactoren der ganzen Zahlen gelten, für die in dem 
vorigen Paragraphen definirten idealen oder wirklichen Primfactoren der com- 
plexen Zahlen aufzustellen und zu beweisen. Es werde zunächst folgender 
Satz bewiesen: 

Das entwickelte Product zweier oder mehrerer complexen Zahlen 
hat genau dieselben Primfactoren wie die Factoren des Products 
ZUusammengenommen. 

Es seien f(«) und g(«) zwei complexe Factoren, A(«) das entwickelte 
Product derselben, so dafs f(@)y(a) = Ah(«). Es enthalte f(«) den zu 7, = u 
gehörenden Primfactor von 4 genau mal, g(«) denselben Factor genau vmal: 
so wird behauptet, dafs A(«) denselben genau «--vmal enthält. Nach der 


Voraussetzung ist f(o)(F(n,))" = 9" Ole) und y(e)(#(n,)”’ = gR(«), und 
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weder G@(«) 7(n,) noch Aa) F(n,) ist durch 4 theilbar, weil sonst f(«) oder 


g(e, den zu 7,—u gehörenden Primfactor von g, «--1 mal oder v—1 mal 


Ir 
enthalten würden; gegen die Voraussetzung. Hieraus folgt f(@)y(e)(F(n,))"” 
—y'”@le)BR(e), also auch Alae)(P(n,))"”"=g“”Ola)BR(e). Multiplieirt 
man noch einmal mit #\n,), so ist A(a)(P(n,)“*”*" auch durch keine höhere 
Potenz als durch “'” theilbar; denn P(«)R(«) P(n,) ist nicht durch g theilbar, 
weil für ,.==u keiner der drei Facloren dieses Products der Null congruent 
wird. Was nun hier von einem beliebigen idealen Primfactor bewiesen ist, 
gilt offenbar für alle; und da man ferner auch jeden der Facloren des Pro- 
ducts wieder in Factoren zerfället sich vorstellen kann, so ist klar, dafs der 
aufgestellie Satz auch eben so für jedes Product beliebig vieler Factoren gilt. 
Dafs eine complexe Zahl, welche als Product mehrerer Factoren auf- 
tritt, durch g theilbar ist, wenn sie alle e ideale Primfactoren von g ent- 
hält, und nicht durch g theilbar, wenn sie irgend einen dieser Primfactoren 
nicht enthält, ist schon oben in ($. 5.) gezeigt worden; nur ist daselbst noch 
nicht der Ausdruck dealer Primfactor, sondern statt dessen die ihm gleichbe- 
deutende Congruenzbedingung gebraucht worden. Wir erweitern hier den Satz 
wie folgt: 
Wenn eine complexe Zahl f(«) alle idealen Primfactoren von g ent- 
hält, und zwar denjenigen, welcher am wenigsten oft darın vorkommt, 


umal, so ist die Zahl durch q“ theilbar. 
Nach der Voraussetzung hat man folgende Congruenzen: 
[e) (Fr =0, fo) FO, .:... fol) =0, mod. g*: 
also ist auch die Summe. 
[IF + FI +... + ln) = 0, mod. g*. 
Der Ausdruck in den Klammern ist aber eine reale ganze Zahl, welche nicht 
durch g theilbar ist, weil sie sogar, wie leicht zu zeigen, keinen einzigen 
idealen Primfactor von y enthält: also mufs f(«) durch g“ theilbar sein; wie 
es behauptet wurde. 
Wenn die complexe Zahl f(«) genau m ideale Primfactoren der 
realen, zum Exponenten f gehörenden Primzahl q enthält, ste mögen 
verschieden, oder zum T'heil, oder alle dieselben sein: so enthält die 
Norın Nf(«) den Factor g”’; aber keine höhere Potenz von q. 


. . . ’ / u,?7 / i—?2 
Die conjugirten complexen Zahlen f(«@), fe), Fe), »... fe! ) 
enthalten alle gleich viele, und zwar jede genau »n ideale Primfactoren von g. 
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% „ ® . . . . h B 
Andert man nämlich nur die Benennungen der Primfactoren in f(«@’ ). jeden 


um eine Stufe, so erhält man die in far") enthaltenen Primfactoren. Das 
Product aller dieser —1 conjugirten Factoren, welches gleich Nf/e) ist. 
mufs also genau (A—1)ın, das heifst e.f.ın ideale Primfactoren von y ent- 
halten. Ferner ist leicht zu sehen, dafs in diesem Producte alle e verschiede- 
nen Primfactoren von g gleichvielmal vorkommen, weil sonst Nf(e) gar nicht 
einmal eine ganze Zahl sein könnte. Es mufs also jeder dieser Primfacloren genau 
mf mal vorkommen, und folglich mufs Nf(«) genau durch g’” theilbar sein. 
Hieraus folgt von selbst der wichtige Satz: 
Jede gegebene complexe Zahl enthält nur eine endliche bestimmte 
Anzuhl (idealer) Primfactoren. 
Umgekehrt aber ist, wenn die idealen Primfactoren einer complexen 
Zahl bekannt sind, zu untersuchen, ob dieselben nur einer einzigen bestimmien. 
oder auch verschiedenen complexen Zahlen angehören können. Sind f«) und 
y(«a) zwei complexe Zahlen, welche genau dieselben (idealen) Primfactoren 
enthalten, so ist zunächst aus dem so eben bewiesenen Satze klar, dafs die 
Normen derselben gleich sein müssen, also dafs Nf(«) = Ny(«) sein mufs. 
Es mag nun f(«) sowohl, als y(«), »r Primfactoren der zum Exponenten f 
gehörenden Primzahl 4 enthalten, zu’ Primfactoren der zum Exponenten f" ge- 
hörenden Primzahl 4, zn” Primfactoren der zum Exponenten f” gehörenden 
Primzahl g", elc., so ist: 
Nf(a) = Ny(a) = 4". u 

Da f(e) dieselben (idealen) Primfactoren enthält wie p(«), so mufs auch 
fo )yle)yp(ar).... pas”) genau dieselben enthalten wie Ny(e): also mufs 
es alle (idealen) Primfactoren von g enthalten, jeden »nf'mal, alle Primfacto- 
ren von g', jeden m’f’mal, alle Primfactoren von g", jeden nf" mal u. s. w.; 
mithin mufs, nach einem oben bewiesenen Satze, f(@)p(a)p(a®')....y (8°) 
durch q”’ und eben so durch g’”7’, durch g"”""* u. s. w. theilbar sein, folglich 
auch durch das Product davon, das heifst durch Ny(«). Es ist demnach 





[PH .... ge) _ Fe _ en: 
Ng(e) Bi. 


wo KE(«o) eine ganze complexe Zahl bedeutet. Hieraus folgt weiter 
fi) =Yy(«)E(e) und Nfle) = Ny(a).NE(e). 
und da Ny(e) = Nf(e) ist, so folgt 
NE(oe) = 1: 
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also ist #(«) eine complexe Einheit und wir haben folgenden Satz: 
Zwei complexe Zahlen, welche genau dieselben (idealen) Primfactoren 
haben, unterscheiden sich nur durch eine complexe Einheit, welche 
als Factor hinzutreten kann. 

Es möge jetzt ein Divisor g(«) genau dieselben (idealen) Primfactoren 
haben, welche wir so eben für diese complexe Zahl annahmen; ein Dividendus 
f(«) aber möge nicht nur dieselben Factoren haben, sondern aufser diesen 
noch andere, oder auch die nemlichen mehrmals: dann läfst sich leicht zeigen. 
dafs f(@) durch g(«) theilbar, d. h. dafs der Quotient eine complexe ganze 
Zahl ist. Bringt man nämlich den Quotienten wieder auf die Form 


o? or i—?2 


f)  _ fl)pla)pla®)....ple® ) 


(a) No(e) 3 





so hat der Zähler f(e)y(«*) p(as’)....gp(as””) alle (idealen) Primfactoren, 
welche der Nenner Ny(«) enthält; denn f(«) enthält der Voraussetzung nach 
alle Primfactoren von p(«). Dieser Zähler enthält also alle Primfactoren von 9, 
und zwar jeden zamal; weshalb er denn durch g”’ theilbar sein mufs. Ferner 
enthält er alle Primfactoren von g’, und zwar jeden m’ mal, weshalb er durch 


Im'f 


q”’" theilbar sein muls, u.s. w. Der Zähler enthält also die ganze Zahl 


Im'f!  ,N!mt'ft 
( er 


"ig als Factor, welche gleich Ny(«) ist: folglich ist 


(@) ! 
ES = 0(c), 


und @(«) ist eine complexe ganze Zahl. Hieraus folgt weiter f(e)—=y(e)Q/e); 





und da das Product die idealen Primfactoren der beiden Factoren zusammen 
enthält, so folgt, dafs Q(«) genau alle diejenigen Primfactoren enthalten mufs, 
welche den Überschufs der Primfactoren des Dividendus f(«) über die des 
Divisors y(«) ausmachen. Wir erhalten also folgenden Satz: 

sine complexe Zahl ist durch eine andere theilbar, wenn alle (tdeu- 

len) Primfuctoren des Divisors auch im Dividendus enthalten sind, 

und der Quotient enthält genau den Überschufs der (idealen) Prim- 

factoren des Dividendus über die des Divisors. 

Aufser den hier behandelten Primfactoren derjenigen Primzahlen, welche 

zu Divisoren von 4—1 für den Modul 4 gehören, müssen noch die Primfac- 
toren von 4 selbst, besonders erwähnt werden. Da 


2 ii el | FR, | | 
(a) — a)... (de) = arte... +r4+1 


ist. so erhält man. wenn man r==1 setzt: 
Aa— JA) A—a)....d—a) = 4. 
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Es sind demnach 1—«, 1—c«’, etc. Factoren von A, und zwar Primfacloren, 
weil, wenn 1-2 —f(a@)p(e) gesetzt wird, auch N f{«@)-Ngp(e) = 4 sein muls: 
woraus folgt, dafs einer der beiden ganzzahligen Factoren Nf{e) oder Ny(«e, 
gleich Eins, also dafs eine der beiden complexen Zahlen f(«) oder p(e) eine 
complexe Einheit sein mufs. Diese Primfacloren von 4 haben das Eigenthümliche. 
dafs sie, wenn man die Einheiten abrechnet, mit welchen sie multiplieirt vorkom- 


2! n—1 


men, einander gleich sind; denn es ist 1— «"—= (1— a)(1--a--« --.... ae"). 


5 | —1 


und 1-0 + -+....r0" 
mals die Frage, welche Primfactoren von 4 in einer complexen Zahl enthalten 


ist eine complexe Einheit. Es ist also hier nie- 


sind, sondern nur, wie viele derselben es sind. Ist f{e) irgend eine complexe 
Zahl, so hat man offenbar | 
(fie) = fil), mod. 4. 
Wenn nun f(«) einen Primfactor von 4 enthält, so ist (f(«))’, weil es deren 
/, hat, durch % theilbar; mithin mufs auch f(1), d. h. die Summe aller Coelfhi- 
cienten von f(«), durch 4 theilbar sein. Wenn aber diese Bedingung erfüllt 
ist, so kann man durch mehrmalige Addition oder Subtraction der Gleichung 
I+a-tae--....-— e'=0 diese Summe der Coöfficienten gleich Null machen: 
und alsdann ist die complexe Zahl offenbar durch 1— « theilbar; sogar wenn 
o eine belibige veränderliche Gröfse bezeichnet. Will man daher wissen, wie 
viele Primfactoren von 4 eine complexe Zahl enthalte, so hat man nur zu 
untersuchen, wie viele mal nach einander sie sich durch 1— « dividiren lasse. 
S. 8. 

Nachdem in dem vohergehenden Paragraphen die einfachen Rech- 
nungsregeln für die Primfactoren der complexen Zahlen gefunden worden. 
(welche stets dieselben sind, es mögen die Primfactoren für sich als complexe 
Zahlen darstellbar sein, oder nur ideale) wollen wir jetzt noch über die Wirk- 
lichkeit oder Idealität der durch ihre Primfactoren gegebenen complexen Zahlen 
einige Untersuchungen anstellen, bei welchen alles hauptsächlich nur auf die 
eine Hauptfrage ankommen wird: FWelche ideale Primfactoren setzen sich 
zu wirklichen complexen Zahlen zusammen; und welche nicht? 

Das Product aller conjugirten idealen Primfactoren einer gegebenen 
realen Primzahl g ist stets eine wirkliche complexe Zahl, und zwar die Zahl 
y selbst, welche auch noch eine complexe Einheit zum Factor haben kann. 
Die Zahl y enthält nämlich wirklich nach unserer Definition alle conjugirten 
Primfactoren von g, deren Anzahl gleich e ist, wenn 4 zum Exponenten f 
gehört, mod. 4, und ef=4—1 ist. 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV. Heft 4. 16 
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Ist ferner /(«) irgend eine (ideale) complexe Zahl, welche beliebige 
seeebene Primfactoren enthält. so ist immer die Norm 


a | ren ae 
NI(o) —= I(o).I(ar).Iar).... ar”) 


eine wirkliche Zahl, und zwar: Wenn //«) den zu @ — n, gehörenden Prim- 
lactor von q, welcher zum Exponenlen f gehört, «mal enthält, ferner den zu 
w« — n,. gehörenden Primfactor von g', welcher zum Exponenten f’ gehört 
ı mal, u. Ss. w., so ist 


] a i uf ruf' a 
Mile) et ....;. 


denn in der That enthält gg’. ... alle in Ua) Ka)I(e’).... (ef) vor- 
kommenden Primfacloren, jeden genau eben so oft, als er in diesem Producte 
vorkommt; und aufser diesen keinen. Dies ist aber auch die einzige allge- 
meine Art der Zusammensetzung idealer complexer Zahlen zu wirklichen. welche 
sich von selbst darbietet. 

\enn irgend eine ideale complexe Zahl I(«) gegeben ist, so läfst sich 
die Aufgabe, andere ideale Zahlen zu finden, welche, mit Z(«) multiplicirt, 
wirkliche complexe Zahlen geben, stets auf unendlich viele verschiedene Arten 
lösen. Diese Aufgabe kann nämlich auch so ausgedrückt werden: Wirkliche 
complexe Zahlen zu finden, welche gegebene (ideale) Primfactoren haben, und 
welche aufser diesen gegebenen noch irgend andere enthalten dürfen. Die 
lösung beruht aber nur darauf, einer gewissen Anzahl Congruenzen vom ersten 
Grade genugzulhun, welche für die Coöffieienten einer wirklichen complexen 
Zahl Statt haben müssen, und welche sich niemals widersprechen, sondern 
stets eine unendliche Anzahl verschiedener Lösungen zulassen. Es giebt des- 
halb auch immer eine unendliche Menge idealer Zahlen, welche, mit einer 
vegebenen idealen Zahl multiplieirt, eine wirkliche complexe Zahl erzeugen. 
Wählt man nun unter allen diesen immer nur diejenigen, deren Normen mög- 
lichst klein sind, so findet man das sehr bemerkenswerthe Resultat: Dafs stets 
eine endliche bestimmte Zahl idealer Multiplicatoren hinreicht, um alle 
idealen complexen Zahlen zu wirklichen zu machen. Wir wollen jetzt 
den Beweis dieses ersten Hauptsatzes geben. 

Die ideale complexe Zahl Z{«) enthalte wieder, wie oben, den zu 
uw— n, gehörenden Primfactor der zum Exponenten f gehörenden Primzahl G; 
und zwar «mal; ferner den zu # ==. gehörenden Primfactor der zum Ex- 
ponenten /" gehörenden Primzahl g’, «mal u.s. w. und es sei 


Fe) = a,0-; (120 4 a, + .... 4-1 a7 
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eine wirkliche complexe Zahl, welche alle Primfacloren von 4(«), also auch 
den idealen Factor /(«) selbst enthalten soll. Es sind nun, damit #'(«) den 
zu © = n, gehörenden Primfactor von g wmal enthalte, f Congruenzen für 
den Modul g“ zu erfüllen. Dieselben seien 
$=0, »B=Vd, PR=d, .... Boi>0, mod. g*. 
Ferner sind, damit #'«@) den zu «= n,. gehörenden Primfactor von g', «mal 
enthalte, weiter f’ Congruenzen für den Modul g'“ zu erfüllen; sie seien 
Beau At, ee Dat wor; 
und so fort. Alle diese Congruenzen sind auch, wie gezeigt, in Beziehung 
auf die zu bestimmenden Coöfficienten &,, %, 4. .... 4,_, nur linear. 

Wir geben nun allen den —1 Coöffieienten der complexen Zahl Fa 
alle die Werthe O0, 1, 2. 3, .... k—1, so dafs im Ganzen A’! Werth- 
combinalionen Slall finden, welche eben so viele verschiedene complexe Zahlen 
seben. Für diese verschiedenen Wertheombinalionen kann jede der Gröfsen 
P, PD, Pr, .... D,_, nur g“ verschiedene Resie lassen, für den Modul y“: 
eben so jede der f’ Gröfsen $', Pi, Pi, .... Da), nur g’“ verschiedene 
Reste, für den Modul g’“ etc. Die Anzahl aller verschiedenen Resteombinationen. 
welche überhaupt Statt haben können, ist also 7 4'“7°.... Nimmt man nun 
k so grols an, dafs KT gg" ...., also die Anzahl der Wertheombina- 
tionen der Co6ffieienten gröfser ist als die Anzahl aller Resteombinalionen der 
dirch & bezeichneten Gröfsen, so müssen immer gewisse Resteombinationen 
sich wiederholen. Es mögen für die bestimmten Werthe «4, = m,,. == m,. 


Gy —=M;, .... N = m;_, die Gröfsen $, D,, .... Pr, modulo y“, 
DP', Pi, .... Pr_,, modulo g'“, etc. alle einzeln dieselben Reste geben, wie 


für die Werthe , =n, "=n, ,—N,, .... %_,——N,_ı: So folet, dafs 


die Gröfsen @,, &, 4, .... 4_,, Weil sie in allen diesen Ausdrücken nur 


linear vorkommen, alle congruent Null werden müssen, für a, = m —n.. 
GB —=m—Nn, Ad Mm—N, .... GL = MmM—N,_ı. Alle Congruenzen 


also. welche nöthig und hinreichend sind, damit #'(«) die verlangten idealen 
Primfactoren habe, lassen sich immer befriedigen, wenn man den Coöfficienten 
nur positive oder negative Werthe giebt, welche, abgesehen vom Vorzeichen. 
nicht gröfser sind als k—1; wo k nur durch die Bedingung A" > 47 4"... 
bestimmt wird. 

Da wir nun eine gewisse Grenze der Gröfse gefunden haben, welche 


die Coeffieienten der complexen Zahl F'(«) nicht zu überschreiten brauchen. 
46 * 
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um den Bedingungen der Aufgabe zu genügen, so wollen wir jetzt sehen, wie 
srols höchstens die Norm einer solchen complexen Zahl werden könne. 

Multiplieirt man die beiden reeiproken complexen Zahlen #'(«) und 
Fe") mit einander, verwandelt sodann « in @, @, .... =D und addirt. 
so erhält man sehr leicht folgende Gleichung: 

Fo) F\@ + Fe) F(@)+ Fe) Fa) ....-4.F(00=0) F(odd+D 
++... +) I!a +9 4+9-+....+4_). 
Sind nun die Coöffieienten «4. @5, .... @;_, alle, absolut genommen, nicht 
oröfser als A—1, so folgt hieraus: 
Fe) F(@')+ Fo) F(@”)-+.... + F(e4D) FD) < YA—1)(k—1)}. 
Aus dem möglich- grölsten Werthe, welchen die Summe aller dieser stels po- 
sitiven Gröfsen haben kann, läfst sich aber sehr leicht auf den möglich - gröfsten 
Werth des Products derselben, welches die Norm NF'(«) ist, schliefsen. Ein 
solches Produet positiver Grölsen, deren Summe gegeben ist, erhält nämlich 
seinen möglich-grölsten Werth, wenn die einzelnen Factoren desselben alle 
einander gleich angenommen werden: im gegenwärtigen Falle also, wenn jeder 
der Facioren gleich dem 4(4—1)ten Theile der möglich-gröfsten Summe aller 
oleichen genommen wird; also gleich 4(%—1)‘. Hierdurch wird das möglich- 
eröfste Product aller gleich 4%" (%—1)’"". Man erhält also 
NF(o) < RAID (K—1)1, 
Nehmen wir nun die Zahl % so an, dafs, wie es oben verlangt wurde. 
a a „ aber (k—1)’' e gg" 
NF(o) < „U gt. gen. 

Die wirkliche complexe Zahl F’(«) enthält nach der Voraussetzung den idealen 
Factor Z{«). Setzt man daher #'(@)—= M(«)- I(«), so ist NF(o)—= NM(e):NI(«), 
und da N/(« u A € 


NM (0) < 0», 


Die Multiplicatoren also, welche beliebige ideale complexe Zahlen zu wirklichen 


ist, so ergiebt sich 


machen, lassen sich immer so annehmen, dafs die Normen derselben kleiner 
sind als die bestimmte Zahl 4%”; und da die Anzahl solcher idealer Zahlen nur 
endlich und begrenzt sein kann, so erhalten wir den Beweis folgenden Satzes: 
Es giebt immer eine endliche bestimmte Anzahl idealer complexer Mul- 
fiplicatoren, welche nöthrg und hinreichend sind, um alle idealen com- 


plexen Zahlen zu wirklichen zu machen. 
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S. 9. 


Auf den im vorigen Paragraph bewiesenen Hauptsatz gründen wir nun 
eine Classification der idealen complexen Zahlen, indem wir festseizen: 
Alle diejenigen (idealen) complexen Zahlen, welche durch Multipli- 
calion mit emer und derselben (idealen) Zahl zu wirklichen com- 
plexen Zahlen werden, sollen äquivulent heifsen und zusammen 
eine Classe ausmachen. 


Eine wirkliche complexe Zahl, mit einer ?dealen multiplieirt, kann 
immer nur ein 2deales, aber niemals ein wirkliches Produet geben. Dies 
ist eine unmittelbare Folge des in ($. 7.) bewiesenen Satzes, welchem zu- 
folge eine wirkliche complexe Zahl durch eine andere wirkliche theilbar ist. 
wenn alle idealen Primfactoren des Divisors auch im Dividendus enthalten sind 
und der Quotient alsdann wieder eine wirkliche complexe Zahl ist. Wenn 
nämlich eine wirkliche Zahl, mit einer idealen multiplieirt, eine wirkliche Zahl 
zum Product gäbe, so mülste auch eine wirkliche Zahl, durch eine andere 
wirkliche dividirt, welche keine andern idealen Primfactoren hat als diese. eine 
ideale Zahl zum Quotienten geben; was dem angeführten Satze widerspricht. 

Es seien nun f(«) und p(c) zwei äquwivalente ideale Zahlen; und zwar 
sollen beide, mit derselben idealen Zahl 47 («) multiplieirt, zu wirklichen wer- 
den. Es werde ferner auch f(«), mit w(«) multiplieirt, zu einer wirklichen 
Zahl: so behaupte ich, dafs auch p(«), mit w(e) multiplieirt, eine wirkliche 
Zahl geben mufs. Da nämlich /(e)-M(«) wirklich ist, so folgt, dafs auch 
fe) .... f(e')-M(e)-M(e) .... M(o') wirklich sein mufs. Wird 
dies mit der wirklichen Zahl g(«)M(«) multiplieirt, so folgt ferner, dafs 
ya)f(a)f(@)....f(e")- NM(e) eine wirkliche Zahl sein mufs; und da der Factor 
NM(e) wirklich ist, so mufs auch der andere Factor yo)f{e)f(®).... fe") 
wirklich sein. Multiplieirt man endlich noch mit der wirklichen Zahl fe) w(e) 
und erwägt, dafs Nf(«) wirklich ist, so folgt, dafs y/e)w(e) ebenfalls wirk- 
lich sein mufs; wie behauptet; also: 

Wenn zwei wdeale complexe Zahlen äquivalent sind, so macht jeder 
Multiplicator, durch weichen die eine zu einer wirklichen Zahl wird, 
auch die andere zu einer wirklichen Zahl. 


Aus diesem Satze folgt unmittelbar auch der folgende: 


Wenn zwei ideale Zahlen einer und derselben dritten Zahl ägwi- 
valeni sind, so sind sie auch unter einander äyquivalent. 








354 16. Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren. 


Es müssen nämlich nach dem vorigen Satze diese Zahlen alle drei einen und 
denselben Multiplicator haben, welcher sie zu wirklichen complexen Zahlen macht. 

Durch diese Sätze erlangt der Begriff der Aquiralenz idealer com- 
plexer Zahlen erst seine wahre Vollkommenheit; indem sich zeigt, dafs die 
Aquivalenz eine von der zufälligen Wahl der Multiplicatoren unabhängige Be- 
ziehung der idealen Zahlen zu einander ist, und dafs auch die Classification 
nach der Aquivalenz und die endliche Anzahl der verschiedenen Classen nur 
eine einzige beslimmte ist, für jeden Werth von 4. 

In die Glassilication der idealen complexen Zahlen begreifen wir auch 
die wirklichen mit ein. Der Ausdruck zdeale complexe Zahl hat nämlich zwei 
verschiedene Bedeutungen: eine weitere und eine engere; in der weiteren 
Bedeulung des Idealen ist das Wirkliche nur ein besonderer Fall desselben: 
in der engeren ist das Wirkliche der Gegensatz des Idealen: es verhält sich 
hier das Ideale und Wirkliche, wie das Imaginäre und Reale. Die wirklichen 
complexen Zahlen müssen unter einander alle als äquivalent betrachtet werden; 
sie machen also eine Classe für sich aus, welche wir als die erste Classe an- 
sehen und /Jaupielasse nennen. Für die Anordnung der übrigen Classen 
lassen sich nicht eher bestimmte Regeln geben, als bis von der Zusammen- 
selzung der verschiedenen Classen äquivalenler Zahlen gehandelt worden ist: 
über welche wir Folgendes erwähnen: 

AÄquivalente Zahlen, mit äquivalenten multiplieirt, geben stets Ääquiva- 

lente Producte. 

Es seien nämlich fe) und f}(e) zwei äquivalente Zahlen; ein Multipli- 
calor. welcher beide zu wirklichen macht, sei n/a); es seien ferner g(e) 
und g,.e) zwei andere äquivalente Zahlen, und M(«) der Multiplicator, welcher 
beide zu wirklichen macht: so ist offenbar m(e)M(«) ein Multiplicator, der 
sowohl das Produet f{@)-p(e), als auch das Product fi (@)-yı(«) zu einer wirk- 
lichen complexen Zahl macht; mithin sind f(e@)-y(e) und fi (e)-y,(«) äquivalent. 
Dieser Satz läfsi sich auch folgendermaafsen ausdrücken: 

Nenn man irgend zwei ideale Zahlen mit einander multiplicirt, so 
ist die Classe, welcher das Product angehört, durch die Classen, welchen 
die Factoren angehören, vollständig bestimmt. 

Multiplieirt man irgend eine ideale Zahl mit einer Zahl aus jeder Classe. 
so erhält man so viele Producte,. als Classen vorhanden sind. und es kann 
keines derselben irgend einem andern äquivalent sein; oder jedes dieser Pro- 


ducte sehört einer andern Classe an. Unter diesen muls es also auch immer 

















ie 
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ein Product geben, und zwar nur eins, welches wirklich ist oder der Haupt- 
classe angehört; also: 
Zu jeder Classe idealer Zahlen gehört eine bestimmte Zahl, welche, 
mil ihr zusammengesetzt, die Hauptclasse gieht. 

Es giebt hier auch noch solche Classen, welche, mit sich selbst zu- 
sammengesetzt, die Hauplelasse geben (classes ancipites); namentlich ist die 
Hauptclasse selbst stets eine solche. Aufser dieser existiren aber für besondere 
Werthe von A auch noch andere mit dieser Eigenschaft. 

Erhebt man irgend eine ideale Zahl f{«) zu Potenzen, so ist klar, dafs 
die Reihe idealer Zahlen 

fo), Fo), Fo, fe)‘. ete. 
äquivalente Zahlen: enthalten mufs; denn die Anzahl nicht äquivalenter Zahlen 
ist eine endliche. Es seien nun f(«)' und f(«)‘ äquivalent, und »n(«) sei ein 
Multiplicator, welcher beide zu wirklichen Zahlen macht, so ist fle)-m(« 
wirklich, und auch f(e@)‘-»n(«) ist wirklich. Istnun s > ?r, so kann man dem- 


S 


selben die Form f(e)"-f(a)-m(«) geben, und da f{«@):n(e) wirklich ist, so 
mufs auch der andere Factor f(«)’”" wirklich sein. Wir erhalten hieraus fol- 
senden wichtigen Satz: 

Jede ideale complexe Zahl hat die Eigenschaft, dafs gewisse ganze 

Potenzen derselben wirkliche complexe Zahlen sind. Alle idealen 

complexen Zahlen lassen sich daher als Wurzeln aus wirklichen 

complexen Zahlen darstellen 

Es sei nun die Ate Potenz der idealen Zahl f{«) die niedrigste, für 
welche f(«)' zu einer wirklichen complexen Zahl wird, so müssen alle die 
Zahlen 
. Ss 

verschiedenen Classen angehören; denn wäre f(«)' äquivalent f{e), wos >r 
ist, und s und #= beide kleiner sind als A, so würde wie oben folgen, dafs 
f(«)‘” eine wirkliche Zahl sei; gegen die Voraussetzung, da s—r <hÄ ist. 
Diese % complexen Zahlen können nun entweder alle vorhandenen Glassen 
grade erschöpfen, in welchem Fall die Anzalıl aller Classen gleich A ist. oder 
es können noch andere, nicht äquivalente ideale Zahlen vorhanden sein. Es 
sei p(«) eine solche ideale Zahl, welche mit keiner der obigen äquivalent ist. 
so behaupte ich, dafs auch die idealen Zahlen 


p(a), pla)fle), ple)f(e), wu (a) fa)" 
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alle. sowohl unter sich, als auch mit den obigen, nicht äquivalent sind. Wäre 
nämlich g(a)fie) äquivalent g(e)f(e)‘, wo r und s beide kleiner als 4 sind, 


r 


so würde auch f(e)” äquivalent fe)‘ sein; was unmöglich ist; und wäre p(a)f(e)' 


äquivalent fe)‘, so würde durch Multiplication mit f(e)'” folgen, dafs y(«e) 


—)] 


sr 


äquivalent fe)" oder äquivalent f(«@)”" sei; welches ebenfalls der über 


ge) gemachlen Voraussetzung zuwider ist. Es kann nun geschehen, dafs 
diese idealen Zahlen, zusammen mit den vorigen, alle nicht äquivalenten Zahlen 
erschöpfen; in welchem Falle die Anzahl aller Classen gleich 2% sein würde: 
es kann aber auch sein, dafs es aufser diesen noch andere nicht äquivalente 
Zahlen giebt. In diesem letztern Falle beweiset man eben so, dafs eine mil den 


obigen nicht äquivalente Zahl w(«) stels die ganze Gruppe 


wo), wa)fie), w(a)fi@), .... w(la)f(a)" 

nach sich zieht; welche Zahlen sowohl unter sich, als mit den obigen, nicht 
äquivalent sind. Sämmilliche nicht äquivalente ideale Zahlen ordnen sich so 
immer in Gruppen von je 4 Zahlen; woraus folgt, dafs die vollständige An- 
zahl derselben immer ein Vielfaches von 4 sein muls. Wir sprechen dies 
Resultat folgendermaalsen aus: 

Die vollständige Anzahl aller Classen ist immer ein Vielfaches des 

niedrigsten EKxponenten derjenigen Polenz, zu welcher eine ideale 

Zahl erhoben werden mufs, um zu emer wirklichen zu werden. 


Wenn es nun wirklich eine 2deale Zahl f(«) giebt, von der Art, dafs 
f\@. aber keine niedrigere Potenz von fe), eine wirkliche complexe Zahl 


„.... f(a)'' alle nicht äquivalenten idea- 
Ien Zahlen erschöpfen, so erhält man eine passende Anordnung aller Classen. 


ist. und dafs 1. f(o), fie), fe) 


wenn man die wirklichen zur ersten Classe, die Classe, welche f(«) enthält, 
zur zweiten, die fi«@, enthaltende zur dritten nimmt u. s.w. Es kann alsdann 
die Classe. welcher das Product zweier oder mehrerer Facloren angehört, aus 
den Classen, welchen die Facloren angehören, unmittelbar bestimmt werden. 
weil alsdann offenbar die Summe der um Eins verminderten Classenzahlen 


aller Facloren der um Eins verminderten Classenzahl des Products, für den 
Modul A, congruent ist. Wenn aber eine solche ideale Zahl f(«) nicht existirt. 
deren Potenzen alle Classen nicht äquivalenter Zahlen erschöpfen, so kann 
man nach diesem Prineipe die Classen nur in Gruppen theilen und die den 


einzelnen Gruppen angehörenden Classen ordnen; für die Ordnung der Grup- 


pen unter einander ist aber dann ein anderes Prineip nölhieg. 
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$. 10. 

Wir haben schon oben bemerkt, dafs die idealen Primfactoren stets 
Primfactoren ganzer realer Primzahlen sind, und dafs die Natur derselben vor- 
züglich von den Exponenten (Divisoren von A—1) abhangt, zu welchen diese 
realen Primzahlen für den Modul 4 gehören. Unter allen diesen sind die 
idealen Primfactoren der zum Exponenten Kins gehörenden realen Primzahlen. 
d.h. der Primzahlen von der Form 2n4--1, als die einfachsten zu betrachten, 
welche vor den übrigen sich auszeichnen und darum besondere Beachtung 
verdienen. Von den nur aus solchen idealen Primfactoren zusammengeselzten 
idealen Zahlen wollen wir nun zeigen, dafs sie auch allein alle oben angege- 
benen Classen idealer Zahlen erschöpfen, und dafs die übrigen idealen Zahlen. 
welche noch andere, zu höhern Exponenten gehörige Primfactoren enthalten. 
für sich keine neuen Classen geben, sondern nur jenen sich einordnen *). Wir 
beweisen zu diesem Zwecke zunächst folgenden Satz: 

Jeder ideale Primfactor, der zu einem Exponenten gehört, welcher 
gröfser als Eins ist, ist einer idealen Zahl äquivalent, deren ideule 
Primfactoren alle zu niedrigeren Exponenten gehören. 

Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir von der Gleichung aus, deren 
Wurzeln alle die in einer und derselben Periode von f Gliedern enthaltenen 
Wurzeln der Gleichung «= 1 sind, und von welcher schon oben ($. 4.) Ge- 
brauch gemacht wurde, nemlich von der Gleichung 


1) d+PmM)e"+P,n)e®”--....+P,.er) = 0, 
in welcher die Coöfficienten P,(n). P.(n), etc. aus den Perioden von je 
f Gliedern gebildete ganze complexe Zahlen sind. Es seien ferner P,(w), P; (u), 
P;(u), etc. diejenigen ganzen Zahlen. welche man erhält, wenn man in jenen 
statt der Perioden 7, 7,. 77. etc. die entsprechenden Congruenzwurzeln %, %,. 
u,. etc. für den Modul y seizt, der zum Exponenten f gehört. Setzt man jetzt 


2) Fe) = «+P, We" +P,wWe”-+....+-P,,(wae+P,(u-g, 
so erhält man, wenn die Gleichung (1.) subtrahirt wird. und wenn man er- 
wägt. dafs P-«)= +1, also P,(w)=P,(n) ist: 

3) Ka) = (P,(uw)—P,(n))@"-(P;(w) —P;,(7))e "+... 
+ (Po) — PP, (n)e-+g. 





*) Statt: Idealer Primfactor einer realen, zum Exponenten f gehörigen Primzahl, 
werden wir hier und im Folgenden kürzer: Zum Exponenten f gehöriger idealer Prim- 
factor schreiben. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 47 
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Diese complexe Zahl F'(«) hat nun, Erstens, keinen idealen Prim- 
lactor. welcher zu einem höhern Exponenten gehörte, als zum Exponenten f. 
Wenn nämlich f’ ein gröfserer Divisor von —1 ist, als f, so mufs man 
nach ($.4.). um zu sehen ob eine wirkliche complexe Zahl einen zum Expo- 
nenlen f’ gehörenden idealen Primfactor haben könne, oder, was Dasselbe ist, 
ob die Norm derselben durch eine zum Exponenten f" gehörende reale Prim- 
zahl theilbar sein könne, aus der zu untersuchenden Zahl mit Hülfe der Glei- 
chung, deren Wurzeln die sämmtlichen, eine Periode von f Gliedern bildenden 
Wurzeln sind, alle Potenzen von «, welche höher sind als «’'-', eliminiren; 
worauf dann alle Glieder einzeln diesen idealen Factor haben müssen. Im 
segenwärligen Falle enthält #’(«@) an sich schon keine höhern Potenzen von «: 
es hat also bereits die verlangte Form, welche im Allgemeinen durch Elimi- 
nalion der höhern Potenzen von «& hervorzubringen ist. Es mülsten dem- 
nach in dem Ausdrucke von F'(«),. welchen die Gleichung (2.) giebt, wenn 
Fe) einen zum Exponenten f’ gehörenden idealen Primfactor haben sollte, alle 
Coöflicienten der einzelnen Glieder, also auch der erste Coäfficient Kurns, den- 
selben enthalten; was nicht möglich ist. 

Zweitens hat F'(«) auch keinen idealen Primfactor einer andern, zum 
Exponenten f gehörenden Primzahl, als der Primzahl g; denn es mülste nach 
($. 4.) jeder solcher Primfactor auch ein gemeinschaftlicher Factor aller Glie- 
der der complexen Zahl F'«) in der Form (3.) sein, also namentlich auch 
ein idealer Primfactor des letzten Gliedes g. 

Drittens enthält Fe) auch nur einen einzigen idealen Primfactor 
von 9, nämlich den zu @ =); gehörenden Factor, und diesen nur einmal. 
Dals es den genannten idealen Primfactor wirklich enthält, ist klar, weil 


F(e)==0,. mod. g, ist, für = n; und wenn es den Factor mehrmals ent- 


) 
hielle, so müfsten in der Form (3.) alle einzelnen Glieder, also auch das letzte 
Glied 4, denselben mehrmals enthalten; welches nicht der Fall ist. Bildet man 


ferner folgende complexe Zahlen: 


Fee) = ed +Pwe +Pıwo” +....+Pra) +9; 
F\, (c) — af - P, (u) a’! +-P; (u,) af” + u P(u,) 1g, 
F,(u) = «-- P,(u) «” — P,(w)e” 4....+PAu) --9; 
v 0 VEBER Fr | / | , | 2 | ' Kr 
F._.(e)= «+ Pu )e"+P,u)e”+....+PXu)49; 


so enthält Fe) den zu 4, —= gehörenden idealen Primfactor von g, Fi(«) 
(@) den zu %==n gehörenden Factor u. S. w.; 


den zu %, == gehörenden, F} 


ie 
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das Product aller dieser complexen Zahlen ist also, weil es alle idealen Prim- 
factoren von g enthält, durch y theilbar. Enthielte nun aber #'(«) aufser dem 
zu «==» gehörenden Primfactor noch einen andern, welcher zu u.—n ge- 
hören möge. so mülste das Product dieser complexen Zahlen, auch mit Aus- 
schlufs der Zahl #',(«), durch g theilbar sein, weil es auch schon ohne F.(«) 
alle idealen Primfactoren von g enthielte. Dieses Product würde folgende 
Form haben: 
alt - | C, lem I-1 .! 4 ae ER Bi 


| | 
wo C,. ©,. etc. ganze Zahlen sind. Es mülsten also wieder alle einzelnen 
Glieder, folglich auch das erste, dessen Coeffieient Eins ist. durch 4 theilbar 
sein; was nicht der Fall ist. 

Wir schliefsen hieraus, dafs es immer wirkliche complexe Zahlen eiebt. 
die nur einen einzigen, zum Exponenten f gehörenden idealen Primfactor ent- 
halten, deren übrige Primfactoren aber alle zu niedrigeren Exponenten gehören. 
Dafs der Fall f= 1 eine Ausnahme macht, ist klar. Bezeichnet man nun den 
einen, zum Exponenten f gehörenden idealen Primfactor, welcher in #'e) 
enthalten ist, durch f(«@), und das Product aller übrigen, welche nur zu niedrigeren 
Exponenten gehören, durch p(«), so dafs Fe) = f(e)-p(e) eine wirkliche 
complexe Zahl ist: so folgt, dafs f(«) äquivalent ist mit p(@’)y(e')....yle'): 
denn beide, mit g(«) multiplieirt, geben wirkliche Zahlen. Hiermit ist auch 
der obige Satz vollständig bewiesen. 

Aus dem so eben bewiesenen Salze folgt von selbst der allgemeine Satz: 

Jede beliebige ideale Zahl ist einer andern Äquivalent, deren ideale 

Primfactoren alle nur zum Exponenten Eins gehören. 
Wenn nämlich in y (@), und folglich auch in g(e’)p(e*)....y («’'). noch Prim- 
[acloren vorhanden sind, die nicht zum Exponenten Eins gehören, so kann 
man sie immer durch äquivalenie ideale Zahlen erselzen, deren Primfactoren 
zu immer niedrigeren Exponenten gehören; und so fortfahrend gelangt man 
nothwendig dahin, dafs alle Primfactoren der äquivalenten Zahl nur zum Ex- 
ponenten Fins gehören. Wenn ferner alle beliebigen Primfactoren solchen 
idealen Zahlen äquivalent sind, so folgt das Nemliche für alle beliebigen zu- 
sammengeselzten idealen Zahlen von selbst. 

Anmerkung. Ich kann nicht umhin, hier, wo ich die allgemeine Theorie 
der Zerlegung der complexen Zahlen, wenn auch unvollendel, verlasse. um 
in den folgenden Paragraphen noch einige Anwendungen zu geben, auf die 
grofse Analogie aufmerksam zu machen, welche diese Theorie mit der Chemie 


47% 
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hat. Der chemischen Verbindung entspricht für die complexen Zahlen die 
Multiplication; den Elementen, oder eigentlich den Atomgewichten derselben, 
entsprechen die Primfactoren; und die chemischen Formeln für die Zerlegung 
der Körper sind genau dieselben, wie die Formeln für die Zerlegung der 
Zahlen. Auch selbst die idealen Zahlen unserer Theorie finden sich in der 
Chemie, vielleicht nur allzuoft, als hypothetische Radicale, welche bisher noch 
nicht dargestellt worden sind, die aber, so wie die idealen Zahlen, in den Zu- 
sammenselzungen ihre Wirklichkeit haben. Das Fluor, für sich bisher nicht 
darstellbar und noch den Elementen zugezählt, kann als Analogon eines idealen 
Primfactors gelten. Die Idealität in der Chemie verhält sich aber darin weseni- 
lich anders, als die der complexen Zahlen, dafs chemische ideale Stoffe, mit 
wirklichen verbunden, auch wirkliche Stoffe produeiren; was bei den idealen 
Zahlen nicht der Fall ist. In der Chemie hat man ferner zur Prüfung der in 
einem unbekannten aufgelöseten Körper enthaltenen Stoffe die Reagentien, welche 
Niederschläge geben, aus denen die Anwesenheit der verschiedenen Stoffe 
sich erkennen läfst. Ganz Dasselbe findet für die complexen Zahlen Statt; denn 
es sind die oben mit 7 bezeichneten complexen Zahlen ebenso die Reagen- 
lien für die idealen Primfactoren, und die reale Primzahl 4, welche nach der 
Multiplicalion mit einer solchen als Factor aus dem Producte heraustritt, ist 
senau Dasselbe, wie der unlösliche Niederschlag, der nach Anwendung des 
Reagens zu Boden fällt. Auch der Begriff der Äquivalenz ist in der Chemie 
fast derselbe, wie in der Theorie der complexen Zahlen. So wie nämlich 
dort zwei Gewichismengen verschiedener Stoffe äquivalent heilsen, wenn sie 
sich gegenseilig vertreten können, entweder zum Zwecke des Neutralisirens, 
oder um Isomorphie hervorzubringen: so sind zwei ideale Zahlen äquivalent, 
wenn sie für den Zweck, eine andere ideale Zahl zu einer wirklichen zu 
machen, sich gegenseitig vertreten können. — Diese hier angedeuteten Analo- 
sieen sind nicht etwa als blofse Spiele des Witzes zu betrachten, sondern 
haben ihren guten Grund darin, dafs die Chemie, so wie der hier behandelte 
Theil der Zahlentheorie, beide denselben Grundbegriff, nämlich den der Zu- 
sammensetzung, wenn gleich innerhalb verschiedener Sphären des Seins, zu 
ihrem Prineipe haben; woraus folgt, dafs auch die diesem verwandten, mit 
ihm nothwendig gegebenen Begriffe sich in beiden auf ähnliche Weise finden 
müssen. Die Chemie der natürlichen Stoffe und die hier behandelte Chemie 
der complexen Zahlen sind beide als Verwirklichungen des Begriffs der Zu- 
sammenselzung und der davon abhängigen Begriffs- Sphäre anzusehen: jene 
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als eine physische, mit den Zufälligkeiten der äufsern Existenz verbundene und 
deshalb reichere, diese als eine mathematische, in ihrer innern Nothwendig- 
keit vollkommen reine, aber dafür auch ärmere, als jene. 


$. 11. 

Die hauptsächlichsten Schwierigkeiten der Lehre von der Kreistheilung 
liegen bekauntlich in gewissen complexen, in derselben auftretenden Zahlen. Es 
bleibt von der rein theoretischen Seite eine genauere Einsicht in die Natur dieser 
complexen Zahlen, von der praclischen Seite eine leichtere Methode für die 
Bildung derselben noch zu wünschen. Diese beiden Mängel dürften nun mittels 
der hier gegebenen Theorie der complexen Zahlen vollständig gehoben wer- 
den können. 

Ist » eine Primzahl von der Form y=u4- 1, y eine primitive Wurzel 
von pP, « eine imaginäre Wurzel der Gleichung « — 1, und & eine imaginäre 
Wurzel der Gleichung &” —=1, so beruht die hauptsächlichste Aufgabe der 
Kreistheilung in der Bildung der Aten Potenz des Ausdrucks 


, DE BR 
(0,4) == 2- -a0E +0 ee 2... af” cs 


) 57T ? 

welche Potenz, von z linie eine aus den Wurzeln «, «', «', etc. ge- 
bildete complexe Zahl ist. Diese complexe Zahl setzt Jacob: (S. Monatsbe- 
richte der Berliner Akademie vom Jahre 1837, wieder abgedruckt in diesem 
Journal Bd. XXX. S. 166) als Product aus complexen, ebenfalls von x unab- 
hängigen Zahlen zusammen, welche durch die Gleichung 


le, x) (af ,r) 
v ad) — 
k\ (ar, E) 
bestimmt sind. Es ist nämlich 
(a,2) = = pw, (o)un(a)w,(e)....W_2(0). 


Nun weiset auch Jacobi a. a. O. nach, dafs, wenn r eine primitive Wurzel 
der Gleichung r’""—= 1, und g dieselbe primitive Wurzel der Congruenz 
gP"==1 ist, welche auch schon in («, x) vorkommt, und wenn in dem von x 
unabhängigen Ausdrucke 
(rm, a)(rr, x) 

(r Ei X) 
anstatt der primitiven Wurzel 7, die primitive Congruenzwurzel g geselzt wird, 
dafs dann 





v(r) Ps 


v(9) = 0, mod.p, 


ist, sobald n--n >p—1, aber m und n für sich kleiner als » —1 und positiv 
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sind. Setzt man nun 


era, NT ze ah. 
n km, mod. p—1. m —= hu, mod. p—1. 
so ergiebt sich 
vr) w,(e"), also auch w(e) = w,(uf). 
Es ist demnach ,(w') =0, mod. p, für m--n>>p—1; welche Bedingung 


sich nach den festgesetzten Werthen von »» und n darauf vereinfacht, dafs die 
positiven Reste von Ak und von A, für den Modul 4, zusammen gröfser 
sein müssen als 4. 

Dieses Sacobische Resultat giebt unmittelbar die idealen Primfactoren 
der complexen Zahl w,(e). In unsere Ausdrucksweise übersetzt, heifst es: 
lös enthält w,(e) den zu «— wu" gehörenden idealen Primfactor von p, 
wenn h und der positive Rest von hk, mod.)., zusammen gröfser sind 
als 4. Die Anzahl der Werthe von A, welche dieser Bedingung genügen, 
ist offenbar gleich 1(4—1):; denn von je zwei Werthen von 4, deren Summe 
oleich 4 ist. genügt immer einer, und zwar nur einer von beiden. Es sind 
also dadurch 4(4—1) Primfaetoren der complexen Zahl w,(«) gegeben, und 
aufser diesen können keine andern vorhanden sein; denn w,(«7') mufs genau 
eben so viele Primfactoren enthalten als w,(«), und da w(e)w.(a')—=p, 
p»p aber nur 4—1 (ideale) Primfactoren enthält, so muls w,(«@) genau 4L(4—1) 
Primfactoren enthalten, welche die oben gefundenen sind. Bezeichnet f(«) 
einen idealen Primfactor von p, und zwar den zu @—=u gehörenden; bedeute! 
[erner zn“ diejenige positive Zahl, welche kleiner als 4 ist und der Congruenz 
hm, i. mod. 7, genüet, so ist 

v,(e) = ta IIf(e"r); 
wo das Produetzeichen /7 sich auf alle diejenigen 4(4—1) Werthe von 4 
bezieht. für welche % und der positive Rest von 4%, mod. 4, zusammen gröflser 
sind als 4. Nach dem vorletzten Satze in ($. 7.) mufs diesem Producte, 
welches nur durch seinen idealen Primfactor bestimmt ist, irgend eine complexe 
Kinheit Kie) als Factor beigegeben werden; diese mufs aber vermöge der 
Gleichung w; (@)w, (@”') == p so beschaffen sein, dafs K(e)K&(e"')—=1 ist; und 
dieser Gleichung genügt keine andere Einheit, und überhaupt keine andere com- 
plexe Zahl als +’, weshalb wir diese Einheit als Factor des Products hin- 


zugefügt haben. 
Mit den gefundenen Primfactoren von ,(«) sind nun diejenigen der 
Potenz (e, ©)‘ zugleich mit gegeben. Der bestimmte, zu «—=w“ gehörige ideale 











16. Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren. 3693 


f 


Primfactor von p kommt nämlich in dem Producte ww, (@)w, (@) w,(@)....1u7_.2(@ 
gerade so viele mal vor, als es Zahlen A giebt, für welche der positive Rest 
von kh, wenn A hinzu addirt wird, gröfser wird als A, also für welche der 
positive Rest von kA, mod. 4, gröfser ist als A—A. Nun hat für A = 
1.2.3, ....4—2 das Product AA alle Reste 1,.2,3.....4—1, mit Ausnahme 
von 4— A; die Anzahl derer, die gröfser sind als A— 4, ist also A—1; folge- 
lich kommt der zu @—=w” gehörende ideale Primfactor von p, welcher nach 
der obigen Bezeichnung f(«"*) ist, in diesem Producte A—1 mal vor. Man 


erhält folglich 


w,(@)yr(a)....W_.le) = ta’fle" ) (os) ‚fa RE ;ı a 
und wenn mit = f(e)-f(«')-f(@)....f(e*'),. oder, was Dasselbe ist, mil 
p = Fe" )-f(e"")-f(e@”")....f(e"%-) multiplieirt wird: 
(0) = Lafer far far)... fer"; 
welches nach einer andern Anordnung der Factoren auch so dargestellt wer- 
den kann: 
(@, 2) =+t flo)" Far)" Folmty" Ar, 
( Man vergleiche das Breslauer Programm zur Jubelfeier der Universität Kö- 
nigsberg, in welchem ich diese Darstellung des («, &)* zuerst aufgestellt und 
nach einer andern einfachen Methode bewiesen habe; für den Fall, dafs f(«) 
ein wirklicher (nicht idealer) complexer Primfactor von p ist.) 

Zur Bestimmung des allein noch unbestimmt gebliebenen Factors +« 
erwäge man, dafs (e, 2) = (1,2*) = —1, mod. 4, ist; es mufs also dieser 
Factor so genommen werden, dafs auch die andere Seite dieser Gleichung 
congruent —1 werde, für den Modul 4 *). 

Für die Erkenntnifs der innern Natur dieser complexen Zahlen der 
Kreistheilung lassen die gegebenen Zerlegungen in die Primfactoren nichts zu 
wünschen übrig. Was ferner die wirkliche Berechnung derselben für be- 
stimmte Werthe des p und 4 betrifft, so reduciren sie die ganze Aufgabe auf 
den einen Punet: einen complexen Primfactor von p zu finden, welcher immer, 
entweder als wirkliche complexe Zahl, oder doch als Wurzel aus einer sol- 
chen dargestellt werden kann. Im ersten Fall läfst sich ein solcher Primfactor 
durch indirecte Methoden, welche ich in dem erwähnten Programm ent- 





*) Ich verdanke diese Bemerkung einer Privat-Mittheilung des Hrn. Dr. Eisenstein. 
Anm. d. Verf. 
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wickelt habe, stets sehr leicht finden; ist er ideal, so mufs man zunächst 
ermitteln, zu welcher Potenz er erhoben werden mufs, um zu einem wirk- 
lichen Faclor zu werden. Diese Potenz läfst sich alsdann durch dieselben 
Methoden finden, und die entsprechende Wurzel daraus giebt den gesuchten 
idealen Factor. In diesem letzten Falle giebt es übrigens noch andere Mittel 
zur wirklichen Berechnung von («@,&)’; welche ich jedoch hier übergehe. 
Hätte man eine vollständige Tafel aller complexen Primfactoren der realen 
Primzahlen (z. B. bis p = 997, als so weit der „Canon arithmeticus” von 





Jacob? reicht). nicht blofs für den Fall, dafs # eine Primzahl ist, sondern 
auch wenn es eine Potenz einer Primzahl ist: so hätte man für den ganzen 
Bereich dieser Tafel auch die Lösung aller Kreistheilungen, ohne alle weitere 
Rechnung. Einen Anfang für eine solche Tafel der complexen Primfactoren 
habe ich in dem erwähnten Programme gegeben. 


$. 12. 

Das Product idealer Primfactoren, durch welches wir die in der Kreis- 
Iheilung vorkommenden, mit ,(«@) bezeichneten complexen Zahlen ausgedrückt 
haben, nämlich 

+ If") — (a), 
wo A diejenigen 4/4—1) Werthe hat, welche der Bedingung genügen. dafs 
der kleinste positive Rest von AA, mod. i, um 4% vermehrt, gröfser als 2 ist. 
und wo »n, eine der Congruenz km,, mod.A, genügende Zahl bedeutet. hat 
die merkwürdige Eigenschaft, immer eine werkliche complexe Zahl zu geben: 
nicht blofs. wenn, wie im vorigen Paragraph, f(«) ein idealer Primfactor der 
Primzahl » von der Form «4--1 ist, sondern auch wenn f(«) irgend eine 
beliebige ideale complexe Zahl ist. Ist nämlich f{«) irgend eine beliebige 
ideale Zahl, so ist sie nach ($. 10.) stets solchen idealen Zahlen äquivalent, 
deren ideale Primfactoren nur zum Exponenten Eins gehören. Was also in 
Beziehung auf die Wirklichkeit des obigen Products von einer solchen idea- 
len Zahl eilt, das gilt auch von jeder beliebigen. Ist aber f(«) ein Pro- 
duet aus idealen Primfactoren, welche alle zum Exponenten Eins gehören. 
d. h. welche nur ideale Primfactoren realer Primzahlen von der Form u4--1 
sind. so zerfällt das obige Product in ein Product ähnlicher Producte, welche 
alle einzeln, dem vorigen Paragraphen zufolge, wirkliche complexe Zahlen 
sind. Es ist demnach in der That /7f(«"*) stets eine wirkliche complexe Zahl. 


wenn file) irgend eine beliebige ideale Zahl bedeutet. Dasselbe gilt nun auch 
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von dem Producle 


’ u u 3 > . me 

fe") fa") fa") .... fe") — Pleo): 
denn dieses ist, wie im vorigen Paragraph gezeigt. nur aus den obigen Pro- 
ducten zusammengeselzt. 

Es soll nun für f(e) eine aus Perioden von je f Gliedern gebildete 
ideale Zahl genommen werden, d. h. eine solche. welche. durch g() be- 
zeichnet. der Bedingung genügt. dafs 

/ / f 'ınln\ 
ya) PR)- Pl) = Nya)= M 
gleich einer realen ganzen Zahl sei. Nach ($. 7.) geslaitel auch jede 
Zahl M, welche die Eigenschaft hat, dafs alle ihre Divisoren. zur f"" Potenz 
erhoben, congruenti Kens sind, für den Modul 4, eine solche ideale Zerlegung 
in complexe Facloren. Es sei ferner y eine primilive Wurzel der Congruenz 


A 
’ 


für den Modul A, und dann 


==1, mod. 4, ferner allgemein y, der kleinste positive Rest. welchen 7 läfsı. 


Er As |_ Ar | a . ’ . a 
1 | /e T /2%e et /lf-Di — AS,. 
DZ ER % 4 
Yıt Seat Petr + Tuner = ASır 
| | | - 
Y2 T Yerr Ti P2err T +++ TI/-der = 4825 
, A | | |_ s 2.25 
Ye-1T Pe TI T +++ - Yen uS.—1: 


so sind S,. Sıs Ss »... S,_, ganze Zahlen, weil diese Summen bekanntlich 


alle durch A theilbar sind. Schreibt man nun das Product P(«) in der Form 


„a-ı\ 4-2 


Ed a er n 
P(c) — fa) fe") fer’)".... Key”, 
so erhält man. wenn (7) statt f(«) gesetzt wird. 
za j IS, ’ 
1) Pi) = ya)" -pa)" -9@-) 


Es ist aber, wie sich leicht zeigen läfst. im gegenwärtigen Fall nicht nur Po, 
eine wirkliche complexe Zahl, sondern auch die 4“ Wurzel daraus; denn es 


ı 


)S e-ı 


u 
Fr f N) 


ist allgemein 


P (a) P(e*) ahzn 
Platt) — (vw, (e))"; 





und wenn k--1 einer der Zahlen y., Yes ---- Zn. gleich angenommen wird. 
so ist P(a)— P(«‘*') für f(e)=y(n), also auch 
\ __ . 
Pe) = (wi(e))‘; 
d.h. Pa‘). und folglich auch Pe) selbst die A“ Potenz einer wirklichen 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 48 
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complexen Zahl. Deshalb ist denn auch 


s 


Fa SM / \S, / 4 f* Se-ı 
pin)  pinmM) "PyiMmn)'....pt n1) 


eine wirkliche complexe Zahl. Es sei nun s, die kleinste der Zahlen s,, sı. 


Ss 


Yo 220. 8.07, SO Ist diese wirkliche complexe Zahl noch durch die wirkliche 
Zahl [Ip 7) Pi )P (N)... YPOı)] theilbar, und es ist 

r 8, y IE Fe, A F A | r S,_ |, 

(2) gy{n) -p(N_ı) 16 N Re 7 € Pi ed > 


gleich einer werklichen complexen Zahl. Dieses Resultat ist in dem Fall, 
wo f (die Anzahl der in einer Periode enthaltenen Wurzeln) eine gerade 
Zahl ist, nichtssagend: denn alsdann sind die Zahlen s,, Sı, 5» »-.. S,_, alle 


einander gleich. und man erhält nichts weiter, als dafs Kins eine wirkliche 
Zahl ist. Wenn aber f ungerade ist, so sind die Zahlen s,, 51, 5. .... 8 
nicht alle gleich, sondern es ist nur +5, = 1 + =Hr-+ sun ....—f. 
Multiplieirt man also (7) mit der reeiproken complexen Zahl, welche &(,,,,) 


f 
Ist. 


so erhält man 
(3.) D (n)- D Me) — Mm" j 
Dies ist das analoge Resultat zu dem von Jacob? gefundenen vr, e)-w,(e”') 
p. Der merkwürdigsle specielle Fall ist unstreilig der, wenn e=2, f—=14—1) 
und, da f ungerade sein mufs, 4 von der Form 4n--3 ist. Hier kommen 
nur die beiden Perioden 7 und », vor, deren Werthe bekanntlich 4(—1+7j —) 
sind; ferner it Po)=a-+yrn, Pn)=re-+yn, und (e--yy)(c-yn,) 


EIERN 


\ 1} 
u —ay--1(A--1)y°; auch ist hier As, gleich der Summe der quadratischen 


Reste. und As, gleich der Summe der quadratischen Nichtreste. Bezeichnet 
man diese Summen durch Ya und Id, so erhält man 


(4.) 171 = f’—-2Y -4(A- Iy5 


das heilst: die Potenz mil dem Exponenten (zb — Zu) von einer jeden Zahl, 
welche überhaupt durch quadratische Formen der Determinanle — dargestellt 
werden kann, ist stels durch die Hauptform = — xy --4(4—1)y” darstellbar. 
Dasselbe kann auch so ausgedrückt werden: Jede Classe quadratischer Formen 
der Determinante — 4, wenn sie : >b-—- Na) mal mit sich selbst zusammen- 
oeselzt wird, giebt die Hauptelasse. Es ist dies dasselbe Resultat, aus welchem. 
zusammengehalten mit dem Satze $. 305. der Disqu. arilhm. von Gaufs, Jacobi 


ie E z 
zuerst vermuthet hat, dafs die Zahl m >b— Na) gleich der Anzahl der nicht 


äquivalenten Classen der quadratischen Formen der Determinante — 4 sein dürfte. 
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(S. dieses Journal Bd. IX. S. 159.) Die allgemeinere Formel (3.) giebt zu 
ähnlichen Vermuthungen über einen Zusammenhang der Zahlen s,, 51, $3» --- S._1- 
namentlich der Zahl f— 2s, mit der Anzahl der nicht äquivalenten eomplexen 
Zahlen für jeden Werth von 2 Anlafs. 
Die Wirklichkeit des Products Pf«) für alle beliebiven idealen Zahlen 
f(«) gewährt noch ein Mittel, zu finden, welche Potenz einer idealen Zahl zu 
einer wirklichen wird. Giebt man nämlich in dem Ausdrucke von Pe) dem 
ce die Werthe @, @’, @, .... «‘', so erhält man 4—1 Gleichungen. in wel- 
chen man f(«), f(@'), etc. als Unbekannte betrachten kann: und aus diesen 
Gleichungen, welche für die Logarithmen dieser unbekannten Factoren nur 
linear sind. kann man, weil sie nicht ganz unabhängig von einander sind. 


r FF r i (ea) 
zwar nicht f(«) selbst finden, aber man kann stels den Quolienlen — 


fe)’ 
oder vielmehr eine beslimmte Potenz desselben finden. welche. durch Pe‘. 
P(«), etc. ausgedrückt, eine wirkliche complexe Zahl ist. Ist nun g(e) eine 
ideale complexe Zahl, von der Art, dafs sie der Bedingung: ge) äquivalen! 
f(e')p(e), genügt, für irgend eine Bestimmung der idealen Zahl fie): so 
kann man durch Auflösung eines Systems linearer Gleichungen. oder vielmehr 
nur durch Ausrechnung der Determinante dieses Systems, steis eine Zahl 
finden, welche der Bedingung genügt. dafs (g(e))" eine wirkliche complexe 


Zahl sei. Die wirkliche Ausrechnung hat foleende bestimmte Werthe des n 


gegeben: a = 1 für 2—=5, (, 11, 13, 17 und 19, 2 —=3 füri = 23, n—=2 
für = 29. n—=9 für =31. n=37 für A—= 37. n—11 für 14. 
n— 211 für —=43, n= 5.139 für A = 47. 


Die vollständige Bestimmung derjenigen Potenzen idealer Zahlen. welch: 
zu wirklichen werden. so wie auch die Bestimmung der Anzahl nich! äquiva- 
lenter idealer Zahlen. erfordert aber noch wesentlich andere Prineipien. als in 
der gegenwärtigen Abhandlung enthalten sind. Wir verfolgen diese wichtige 
Frage auch schon deshalb jetzt nicht weiter, weil, wie bereits erwähnt, die 
Veröffentlichung einer Arbeit von Derichlet nahe bevorsteht. in welcher er 
dieselbe Frage für einen sehr nahe verwandten Gegenstand vollständig ze- 
löset hat. 

Breslau. im Seplember 1846. 
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17. 
Note sur la representation d’un nombre par la somme 
de eing carres. 


(Par Mr. G. Eisenstein. ) 





M. Dirichlet, a la fin de son beau memoire sur les formes quadratiques *). 
a remarque que par la combinaison de deux theories, dont on doit l’une a lui- 
meöme, lautre aMr. Gaufs, on peut trouver des expressions tres-simples et tres- 
vemarquables du nombre des representations d’un entier donn& par la somme de 
frois carres. J’ai tronve qu’il existe des formules absolument semblables pour le 
nombre des representations d’un entier donne par la somme de eeng carres. 

Nous rapporterons ici ces formules pour les ‚as les plus ges. Designons 
par gm) le nombre des solutions de l’equation a +-y’+2°=m, et par (m) 
le nombre des solutions de celle-ci: &°-- y’- L217 —- u —=m, m etant un 
nombre entier queleonque donne, et les variables pouvant avoir un les valeurs 
enlieres depuis — x jusqu’a ©. Pour abreger, je suppose impair, et sans diviseur 
carre. lentier m a decomposer, c’est-a-dire: je suppose m egal au produit d’un 
nombre queleonque de facteurs premiers impairs differents. 

Celä pose. on trouve au moyen des recherches de Mr. Derichlet: 


Ma un 1) u=Mm-ı) 
mn :=1 (mod.4), y(m)—=24- (& -); m==3 (mod.S), y{m)=8. 3 -): 
Ba u=i 


>u\ 2.0 . 
ou = est le symbole generalise de Legendre; et il faut poser (+) — (0 pour 


toutes les valeurs de «© qui ne sont pas premieres a m. 
Mes propres recherches m’ont donne 


’ u= am- -1) 
m 1 (mod. 8), wm) = — 80: (E E)u, (excepte m —=1): 
brur 
= 4(m- \ 
m 3 (mod. 8). vw(im) = — 30. = - 1 ( L 
} m 
u >) 
— - 32V: Sm Ju! „ang(m): 
uz m 1) 
m > (mod. 8). van) = —112- = (- - ) ut; 
u En 
m =? (mod. 8). w(m)= + 80. > (Eu — JRUV- = (Eu 
ul 


Soient encore @; 3 les entiers impairs au dessous de m ui ai resp. 
I (mod. 4). =3 (mod. 4).ona 


- \ 2 
I 2m): - m 2(- IE -)- - (—1) (m-1) (5 I N - en !(m-1) 3(- Aal) 
Be m m m 


Oct. 1847. 


*) Recherches sur diverses applications de l’Analyse inf. a la Theorie des Nombres. 


a —— 




















BREIT 





en. m ne nah al 
ans DI Bf 4 ma aan an na a zur 














36= 17. Eise 


Note sur lar 


Mı.. Dirienter, ; 
a remarque que par 
meme, Vautre a Mr. ı 
vemarquables du noı 
fro:s carres. Jai trı 
nombre des represeı 
Nous rapport 
par gan) le nombre 
le nombre des solu 
nombre entier quelc« 
enlieres depuis — © 
carre. Ventier m ac 
nombre quelconque ı 
Cela pose, 


ni (mod.4), pl 


1 est le symb 
ou (5) > symb« 


toutes les valeurs d 
Mes propres 


m I (mod. 8), 


m — 93 (mod. 8). 


m > (mod. 8). 


m 7 (mod. 8). 


Soient encor: 
I (mod. 4). ; 


\ x 
l 4 +) \ u * 
w(2m): m )&( 


so 


Oct. 1847. 


*) Be cherches suı 
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